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Des intégrales des équations différentielles d'ordre 
quelconque. 

1. Intégrer une équation dillërentielle entre deux Ta- 
rial)le5 X ety, c'est trouver toutes les valeurs de j- en 
Ibnotion de :>; qui y satisfont; oa, en d'autres termes, c'est 
trouver une équation entre j; et ^ qui soit une consé- 
quence de la proposée, et réciproquement, dont celle-ci 
.soit une conséquence. 

Sous le point de vue géométrique, c'est trouver toutes 
les coiu-bes dont les coordonnées et leurs rapports dilTéren- 
liels des divers ordres satisfont à celte équation. 

Considérons l'équation générale de l'ordre m , c'est-à- 
dire celle où m est l'indice de la dérivée de l'ordre le plus 
élevé qui y entre, quelles que soient d'ailleurs les puis- 
sances dont ces dérivées soient alfectécs. Soit cette équa- 
tion 

(,\ v(, r ^, '^,..., ^\-o 



jbïGoogIc 



3 €OU>S PAITALVSE. 

Elle détenniae -7-^ en fonction de j:, y, —,■■■■< —, — ^» et 
dx" •' dx dx"-' 

si on la dilTérentie successivement, les rapports (UjT&^ii- 
. , rf'^r d'+'Y 1, • , e 

tiels ■ -^. r » j^ii+r' **'^-î seront déterminés en fonction 

. des mêmes quantités. 

Toute fonction de x peut, en général, être développée 
en série , au moyen des théorèmes de Taylor, de Maclau* 
rin, ou de Bemoulli. Le premier est moins sujet aux 
exceptions parce qu'on peut choisir la valeur de a: qui 
entre dans les coefficients , de telle sorte qu'aucun d'eux 
ne devienne infini. Dans ce cas, la série sera nécessaire- 
ment convergente , pour toutes les valeurs de x comprises 
entre certaines limites déterminées, et quelquefois même 
pour toute valeur de x. 

Soit doncy la valeur la plus générale qui satisfasse A 
l'équation (i). Si on la suppose développable d'après la 
formule de Maclaurin , on aura 






■'" '' :...i„-,r 

et si l'on remplace tous les coefficients à partir de celui 
dex", par leurs valeurs en fonction des précédents, dé- 
terminées comme nous l'avons dit, la fonction cherchée 
sera nécessairement comprise dans celles que représente 
ce développement, puisque l'on n'aura exprimé que des 
conditions auxquelles elle doit satisfaire. Et réciproque- 
ment, la fonction ainsi déterminée satisfait nécessaire- 
ment à l'équation diflférenticUe ; car, si l'on différentie m 
fois les deux membres de l'équation (i), on obtient pré- 
cisément le développement de l'équation (i) résolue par 

rapport i ^• 



jbïGoogIc 



SECOnuB PtKTlK. 



L'équation (a) donnerait donc la solution complète de 
la question, si toutes les valeurs dey étaient dérelop- 
pables de celle manière. Mais, dans tous les cas, il ne 
peut manquer que celles pour lesquelles certains coeflS- 
cienls différentiels cesseraient d'être fini» et déterminés, 
pour la valeur particulière x^ o. 

2. Si l'on avait développé, d'après le théorème de 
Tajlor, suivant les puissances dex — x», on aurait en 
comme conséquence de l'équation (i) 

les coefiBcienls étant toujours déterminés à partir de l'or- 
dre m, au moyen de l'équation (i) et se rapportant k 
x=:Xa; et réciproquement, l'équation (i) se déduirait 
de celle-ci par m différentiations successives. 

La valeur arbitraire x^ pourrait bien être choisie de 
manière à ce qu'aucun coefficient de la série ne devint 
infini , si ces coefficients ne dépendaient que de Xa • mais 
comme ils renferment encore la valeur correspondante 
de j^ et de ses dérivées, il pourra arriver qu'une certaine 
fonction je = ç (x), tout en satisfaisant à l'équation diffé- 
renlïelle, rende infinis ou indéterminés certains coeffi- 
cients du développement , quel que soit x^ ; nous en don - 
nerons bientôt un exemple. 

On voit par là que les formules (a) et (3) peuvent 
ne pas renfermer toutes les fonctions qui satisfont à l'é- 
quation (i). 11 est inutile de dire que ces deux formules 
coïncident lorsque toutes les solutions sont développables 
au moyen de l'une et de l'autre , puisqu'elles représentent 
alors identiquement les mêmes fonctions. Dans les limites 
où elles sont suffisamment convei^entes , elles peuvent 
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servir à donner, par approiiimation , la valeur de la fonc- 
tion chei-chée. On donne le nom d^intégrale générale de 
l'équation (i) à l'équation (3), dont l'équation (2} n'est 
qu'un cas particulier correspondant à x, := o. 

Ij'équation (3) satisfaisant k l'équation proposée, quelles 
que soient les valeurs de» m premiers coefficients ja, 

( / ) '*""' ( ^-j>-i ) ) puisqu'ils disparaissent au moyen des 
m difforentiations qui conduisent de l'équation (3) à ta 
proposée, nous en conclurons que l'intégrale généra/e 
d'une équation différentielle de l'ordre m renjermc 
nécessairement m constantes arbitraires qui sont les 
valeurs de la fonction et de ses m — 1 premières dé- 
rivées correspondantes à une valeur de x prise à vo- 
lonté. 

3. Il est facile de démontrer réciproquement que toute 
équation entre :r et ^ qui satisfera à l'équation diiréren- 
tielle, et renfermera m constantes arbitraires, est iden- 
tique avec l'intégrale générale représentée par le déve- " 
loppement (3). En effet, si l'on conçoit qu'on développe, 
suivant les puissances de x, la valeur de y donnée par 
cette équation , les m premiers coefficients renfermeront 
Xa et les m constantes arbitraires et pourront prendre 
toutes les valeurs possibles, en choisissant convenable- 
ment ces constantes , quelle que soit d'ailleurs la valeur 
qu'on prenne pour Xt, , ils peuvent donc être regardés 
comme entièrement arbitraires; et comme les suivants 
en dépendent d'après l'équation (i), le développement ne 
différera pas de celui que donne l'équation (3). D'où, ré- 
sulte cette importante proposition, que toute éijuation 
entre x et y qui satisfait à une équation différentielle de 
l'ordre m, en est l'intégrale générale lorsqu'elle ren- 
ferme m constantes arbitraires, au moyen desquelles il 
soit possible de donner des valeurs arbitraires à la fonc- 
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lion et à ses m — i premières dérivées, pour une certaine 
valeur de x. 

4. La dernière condition exprimée dans cette propo- 
sititm est iadispensable parce qu'une égualioa peut ren- 
fermer m constantes , susceptibles d'être réduites à lui 
moindre nombre par des transformations. Ainsi, lors- 
qu'on voudra s'assurer si cette équation constitue l'inté- 
grale générale, il faudra la différentier m — i fois, et 
- chercher si l'on peut donner aux m constantes des valeurs 
telles, que pour une valeur donnée de x on en puisse 
tirer des valeurs arbitraires dey et de ses m — i pre- 
mières dérivées. Et pour cela il suffira de reconnaître si 
les m équations peuvent être résolues par rapport aux m 
constantes, sans qu'il en résulte aucune absurdité: car 
alors pour une valeur quelconque de x, on pourra clioisir 
arbitrai rementy et ses m — i premières dérivées. 

Si par exemple on avait trouvé qu'une équation du se- 
cond ordre fût satisfaite par la valeur 

y =Ge"-k- Ce-'', 

C, Céunt des consumes arbitraires, on en tirerait 

^ = <7Ce"-+-a'C'e*'; 
dx 

or, quelque valeur finie que l'on donne à x, ces deux 
équations donnent des valeurs finies pour C et C, si l'on 
n'a pas a = a'. D'où il suit que, si a' est dilTérent de a, la 
valeur trouvée de y est l'intégrale générale. 

Si l'on avait obtftnu t;ne solution de cette forme 

y = Csina* + Ccosnx, 



= aCt:o%ax — «C' sio«; 
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d'où l'oa tîrsroit toujours des râleurs finies pour C et C, 
pourvu que a ne fût pas uul ; la valeur de y serait donc 
encore l'intégrale générale. 

n en sera de m£me pour une expression de la forme 

/= C«n(a: + o) + C'âii{*-Ffl'}j 

sionladilfôrentie, et qu'on prenne, pour plus de simpli- 
cité , x« := o , on trouve 



(£). 



= c sim a + G' sin o', 
= Ccosa -l-Ccosfl', 



et l'on tirera de là des valeurs finies pour C et C, si l'on 
n'a pas 

sinacoso' — sina'co>a = o, 
ou 

n étant un nombre entier. La valeur de_^ sera donc l'inté- 
grale générale, excepté dans ce cas particulier. 

Mais si l'on trouvait pour solution d'une équation du 
troisième ordre 

/ = C sin (* M- o) -J- C «in (* 4- o ' ) -t- C un (* -t- a • ), 

en différentiant deux fois, puis faisant x^o, on aurait 

j; = Câaa ■+- Csinn' + C''«nfl", 



-(ë).= 



= C cosii + C cosn ' -f- C cos a", 
Cùna + C'àaa' ■+■ C" sino". 



Or, la première et la troisième de ces dernières équations 
étant incompatibles, si l'on laisse^, et (■^l indépen- 
dants l'un de l'autre, on voit qu'il est impossible de dé- 
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terminer les trois constantea de^manière que^ et tes d«ux 
. premières dérÏTées aient des valeurs quelconques pour 
x = oi donc la valeur de j' n'est pas l'int^rale générale , 
et il est facile de voir dans cet exemple que les conslanles 
pouvaient être réduites à deux i car, en développant les 
sinus, on trouve 

_^^(Ccosii-+-C'co9a' + C"cosa")sin* 

-(- (CsinB + C'sin«' + C"»înij*)cos4:, 

et la valeur de j ne renferme réellement que deux cou- 
sUntes arbitraires, qui sont les coeffidents de aino; et 
cosx. 

5. Lorsque dans l'intégrale générale d'une équation 
on donne des valeurs particulières à une ou plusieurs 
des constantes arbitraires qu'elle renferme , cette solu- 
tion se nomme une intégrale particulière. 

Lorsqu'on satisfait à une équation différentielle au 
moyen d'une équation qui n'est pas renfermée dans l'in- 
t^rale générale , on a ce que l'on appelle une solution 
singulière, ou une intégrale singulière. 

Il faut alors, comme nous lavons déjà remarqué, que 
des coefficients du développement (3) deviennent infinis, 
ou indéteruLinés quel que soit x^ , et par conséquent lors- 
qu'on le remplace par la variable X. Et comme ces coeffi- 
cients ne renferment que des dérivées d'ordre inférieur 
à m , il en résulte que la valeur _J' ^ f {x), qui constitue 
une solution singulière d'une équation différentielle de 
l'ordre m , doit satisfaire en même temps à cette équation 
et à une autre équation différentielle , d'un ordre infé- 
rieur, dans laquelle il n'entre aucune constante arbitraire. 
Si par exemple l' équation proposée est du premiei- 
ordre , les solutions singulières ne pourront être données 
que par des équations entre x fX y sans constante ali)!- 
traire; et, par conséquent, uue solution renfermant une 
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constaDte arbitraire n« pourra être que l'int^rale gé- 
nérale. 

Mais si l'ëquation proposée était d'un ordre supérieur 
au premier, la solution singulière serait, en général, une 
équation diiTéreutielle , d'un ordre inférieur d'une unité , 
qui donnerait une intégrale renfermant des constantes 
arbitraires. On voit donc que les solutions singulières des 
équations différentielles de l'ordre m peuvent èlre don- 
nées par des équations entre x,j et m — i constantes au 
plus. On ne peut donc toujours conclure de la présence 
de constantes arbitraires , qu'une solution est une inté- 
grale particulière «t non une soluUon singulière. 

6. Nous allons maintenant donner un exemple du cas 
annoncé dans le n" S. Considérons l'équation différen- 
tidle 

Ou en tire par des différentiations successives 






-Ar- 



et l'on trouvera , en eipployant la formule (2), 

y=r.+ [^-r.-)'+^r. +rrg'- +■■■ 

On reconnaît facilement qu'en posant 
cette éqnation se réduit à 
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et cette valeur se trouverait directement , en posant dans 
l'équation proposée j- — x^z,ce qui la réduit à 



int^rant les deux membres, et ajoutant une constante 
arbitraire c à l'un d'eux, on aura 



Cette équation donne identiquement les mêmes solutions 
qne la proposée, pourvu qu'il ait été permis de diviser 

par £' ce qm exige que z ou y — x ne soit pas zéro. Si 
donc_^ — x=^o ne peut satisfaire à la proposée, l'équa- 
lion (à) en donnera toutes les solutions ; mais si^ — x=a 
y satisfaisait, il y aurait des solutions qui pourraient ne 
pas être renfermées dans l'équation (a); et, eu effet, 
y — X = one satisfait pas à cette dernière , quelque va- 
• leur que l'oti donne à la constante arbitraire, et satisfait 
cependant à la proposée. Elle est donc ce que nous avons 
nommé solution singulière. 

Cette solution n'étant pas renfermée dans l'înlégrale 
générale, voyons ce que devienuent les coefficients du 
développement le plus général de j", donué par la for- 
mule (3). 

Or il est évident que, si l'on faît^ := x, tous les coeffi- 
cients diilerentieU, à partir de -r^^ deviennent infinis ; 
et ai l'on n'avaitpas supprimé le facteur commun ( v — x)' 
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aux deux termes de la valeur de -r-r< elle se serait pré- 

sentëe sous la forme J. 

Cet exemple montre qu'il peut arriver, comme nous 
l'avions annoncé précédemment, qu'une valeur dey eu x 
satisfaisant à une équation diflerentielle , et dëveloppable ■ 
suivant les puissances de x, ne donne cependant pas un 
développement possible en partant de l'équation difîéren- 
tielle proposée, et qne, par conséquent, on ne peut ré- 
pondre que l'intégrale, dite générale, renferme toutes les 
solutions de l'équation proposée ; ou , en d'autres termes , 
qu'il n'esiste pas de solutions singulières. 

7. S'il arrive que l'une des équations obtenues par la 
différent! a tion de la proposée soit décomposablc en deux 
facteurs dont l'un soit d'un ordre inférieur à l'autre, et 
qu'on égale à zéro celui de l'ordre le moins élevé, on 
obtient une équation de plus entre les dérivées déjà consi- 
dérées; ily aura, par conséquent, une arbitraire de moins 
dans ce développement de j-, qui , en général , ne sera pas 
compris dans l'autre développement qui renferme m con- 
stantes arbitraires. 

Considérons comme exemple l'équation 

« (£)'-'£—"• 

On trouve, en la différentiaut , 

En considérant le facteur du second ordre, on aura, pai- 
des dîfférentiations successives , 

<ir' ' dx' 

l'équation (b) donnera en conséquence , par le développe- 
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meut de Maclaurin , 

jr =x,-f-x v(r.. 
En considérant mainteDant le facteur du premier oixlre , 
on trouve 

^ = — *, f^ — _J. ^ = o . 
dx 2 (ir* " tir" . • ■ - ■ 

Observons maintenant quej'o n'est plus arbitraire parce 

qu'on a deux équations entre x,y et -7- , et qu'on en tire 



Oq a donc , pour j', la valeur suivante sans constante arbi- 
traire, 



laquelle n'est pas comprise dans l'intégrale qui renferme 
une constante arbitraire, et, par conséquent, est une solu- 
tion singulière. 

Des équations différentielles d'une équation à deux 



8. Si l'on considère une équation k deux variables 
F(x,_j')=:o et qu'on en déduise d'une manière quel- 
conque ime autre équation qui renferme x, y et des déri- 
vées dejj' par rapport à x, cette dernière est ce qu'on ap- 
pelle une équation différentielle de la première. Elle est 
une conséquence de cette équation , mais celle-ci n'en est 
pas toujours une conséquence nécessaire. Ainsi, nous 
avons vu qu'une fonction de x n'a qu'une dérivée ; tandis 
qu'une dérivée peut correspondre à une infinité d'inté- 
grales , qui difièrent par la valeur d'une constante. 

Si entre l'équation primitive et celle que l'on obtient 
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en diâërentiant une fois ses deux membres, od élimine 
une consume a, on aura une cei'UÎne équation ditlié- 
rendelle du premier ordre de la proposée. Et générale- 
ment, si l'on dilTérentie m fois la proposée, on pourra 
éliminer m quelconques des constantes qui y entrent, et 
l'on obtiendra ainsi une équation difTérentielle de l'ordre 
m de l'équation primitive, qui renfermera m constantes 
de moins qu'elle. On aurait une équation diâ'érente, du 
même ordre, si l'on éliminait entre les uLêmes équations 
m autres constantes. 

On doit même observer que toute équation différen- 
tielle peut être considérée comme obtenue de celte ma- 
nière; car nous avons démontré que, si elle est de l'ordre 
m, son intégrale générale renferme m constantes arbi- 
traires qui ne sont pas dans l'équation différentielle. Donc 
celle-ci n'a pu être déduite de l'autre qu'en éliminant ces 
constantes entre elle et celles que l'on en aura tirées au 
moyen de m diSérentiations successives. 

Mais ces différentiations peuvent être faites de bien 
des manières différentes : 

Si par exemple on ne veut éliminer qu'une constante , 
on pourra diiréreutier l'équation après l'avoir mise préa- 
lablement sous telle forme que l'on voudra ; on aura ainsi 
diverses équations du premier ordre , et l'on éliminera la 
constante entre l'ime quelconque d'entre elles et l'équa- 
tion proposée. ' 

Si l'on veut éliminer deux constantes , on pourra dilfé- 
reutier deux fois de suite l'équation mise sous une forme 
arbitraire; on aura ainsi trois équations renfermant les 
deux quantités à éliminer. Ou bien encore on éliminera 
d'abord l'une d'elles entre l'équaliou proposée et celle 
du premier ordre qu'on eu déduira; puis, traitant de 
même l'équation ainsi obtenue, oii en éliminera la seconde 
constante. 
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Les combinaisons seraient plus multipliées encore s'il 
s'agissait d'éliminer un plus grand nombre de constantes. 
Or nous allons démontrer que, de quelque manière que 
cette élimination ait été faite, on obtient toujours la 

même équation entre a:, j', -j-t etc., et les constantes non 

éliminées. 

Supposons eu elfet, s'il est possible, que l'on par- 
vienne ainsi à deux équations difFérentes, en éliminant 
les mêmes constantes en nombre m, et soient ces deux 

équations , résolues par rapport k -r-^ i 

d.jf \'-'' rLe' djf— }' 

<tx- ■" \ '■" tU djT-' 1 

D'après ce qui a été démontré, si l'on déduit de l'une ou 
de l'autre une équation entre x,yetm constantes arbi- 
traires, on obtiendra l'équation même d'où elles ont éié 
tirées, et, par conséquent, on aura des résultais identiques. 
Si donc on les ordonne par rapport aux puissances de 
X — j-j, les coetiBcienis des différentes puissances seront 
respectivement égaux , en supposant toutefois que les coq- 

sUntcsjo, (^)''"'( ,jj— ; ] î correspondantes à la même 
valeur j"» , soient les mêmes de part et d'autre. 

Or les développements auront respectivement pour 
coefficients de *— t les deux expressions 

^h- (£).'•••■ (£^).]' 
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11 faul doDC que, (jurl que soit Xg, ces doux fonctions 
soient égales, pour toutes les valeurs données arhitraîre- 

ment, aux quanti les ^j'», I — j v) (■j-^^rrl ' et aux con- 
stantes non éliminées, qui sont les mêmes de part et 
d'autre; par conséquent, toutes ces diverses quantités 
doivent y entrer d'une manière identique. Maia elles y 

entrent de la même manière que x, r, -;-?■••) — — -t et 
les constantes non éliminées entrent dans les deux expres- 
sions de -^ ; donc ces deux expressions sont identiques , 
et les deux équations diiTérenti elles , résolues par rapport 
à -T— ) le sont par conséquent ; d'où se déduit cette impor- 
tante proposition; 

De quelque manièi'e que l'on parvienne à une équa- 
tion différentielle de l'ordre m^ en partant d'une même 
équation entre x et y, -et éliminant les mêmes constantes 
en nombre m, on ne peut obtenir qu'une seule et même 
équation. 

9. Cette proposition donne lieu à quelques remarques 
utiles. 

En effet) parmi toutes les manières d'opérer ce calcul , 
choisissons en particulier la suivante : 

Eliminons d'abord l'une des constantes entre l'équa- 
tion proposée et sa première dérivée. Éliminons de même 
une seconde constante entre l'équation obtenue et sa 
dérivée; puis une troisième constante entre la nouvelle 
équation ainsi obtenue et sa dérivée, et ainsi de suite jus- 
qu'à ce que les m constantes désignées aient disparu. 
Nous aurons ainsi l'équation cberchée du m'*°" ordre; 
et, par les raisons déjà données, cette équation , et même 
toutes les intermédiaires, seront identiques à celles que 
l'on obtiendrait par d'autres procédés , en éliminant les 
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mêmes constantes. Mais l'ordre dans lequel on élimine 
les m constantes détermine les équaùons intermédiaires; 
et autant on peut faire de combinaisons n k n avec m 
lettres, autant on pourra obtenir d'équations difTérentes 
de l'ordre n, dont cbacune ne pourra d'ailleurs avoir 
qu'une seule forme. On tire de là cette conséquence im- 
porunte: 

Toute équation différentielle de l'ordre m. peut être 
déduite de m équations différentes de l'ordre m — i , 
qui renferment chacune une constante (trhàrmre; de 

— -équations de l'ordi-em — 3, qui en renferment 

, ...» ^ j «{jw — i) . . . (m — n-+-i) , 
deux} et gcneralement de — ^ ^ ' de 

l'ordre m — n, renfermant n constantes arbitraires. 

10. D'après cela, si l'on a à intégrer une équation de 
l'ordre m, on pourra chercher ses m intégrales premières. 
Si l'on parvient à les déterminer, oji aura m équations 

entre x, r, -^vî -t-^-t» renfermant chacune une con- 

stante arbitraire; et, par conséquent, en éliminant les 
m — I dérivées de x, on obtiendra une équation entre 
x^y el m constantes arbitraires : on aura donc l'int^rele 
générale de l'équation proposée. 

11. n est quelquefois plus facile de trouver les inté- 
grales premières de l'équalion de l'ordre m + i que l'on 
obtient en difFérentiant la proposée. Mais alors l'inté- 
grale générale de cette dernière sera celle de la première , 
à l'tm des membres de laquelle on aurait ajouté une con- 
.stante arbitraire; et si l'on connaissait l'intégrale de 
l'équ&tion de l'ordre m + 1 , on aurait celle de la propo- 
sée en y faisant cette constante nulle. En conséquence on 
cherchera les m + i intégrales premières ; on en élimi- 
nera les m dérivées de_/, puis on supposera nulle la con- 
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stante en question. Mais l'ono des intégrales premières 
n'est autre chose que la proposée augmentée de cette con- 
stante et se réduit, par conséquent, a la proposée , en sup- 
posant cette constante nulle; donc, si l'on peut obtenir m 
intégrales premières de l'équation de l'ordi'e m + i , qui 
ne renferment pas la proposée , il suffira d'éliminer, entre 
celle-ci et les m intégrales, les m dérivées de y, et l'on 
aura l'intégrale générale demandée, 

Si l'on peut trouver l'intégrale générale de l'équation 
de l'ordre m + i « pat* tin moyen quelconque , elle renfer- 
mera m-^-i constantes arbitraires; mais ces constantes 
seront liées entre elles par une équation que l'on obtien- 
dra en substituant la valeur trouvée de y dans l'équBUon 
proposée; de sorte que l'on aura seulement m constantes 
arbitraires , comme cela doit être. 

Autre moyen de déterminer les intégrâtes des équations 
différentielles. 

12. Au lieu de faire servir l'équation dilTérenlieile à la 
détermination des coefficients du développement de l'inté- 
grale, on peut l'employer à calculer, avec autant d'ap- 
proximation que l'on voudra , les accroissements successifs 
de la valeur de y, et, par suiie, cette valeur elle-mên»e. On 
n'aura pas ainsi l'expression àey au moyen de x, mais, 
autant de valeurs particulières que l'on voudra; en 
d'autres termes, on connaîtra approximativement autant 
de points qu'on voudra de la courbe représentée par l'é- 
quation que l'on cherche. 

Considérons d'abord l'équation du premier ordre, que 
l'on peut toujours supposer mise sous la forme 
*■ = F (X, /),/.,. 

Si l'on se donne k volonté la valeur_^o correspondante 
à un ^ arbitraire x^, l'équation donnera l'accroissement 
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i^ile prêud / quand r devient .x^-i-ix-^ sa valeur sera 
ilyt-=F(Xt,jo)ix, en négligeant toutefois les quantités 
du second ordre par rapport à et. Désignant par x', y' 
ces deilx nouvelles valeurs de x et j, l'accroissement de 
y' relatifs un accroissement a de Ji/ aura pour valeur 

en négligeant encore les quantités du second ordre pal- 
rapport à a , ainsi que l'erreur encore plus petite prove- 
nant de la valeur de / dans laquelle on a négligé une 
quantité du second ordre. En continuant ainsi , et négli- 
geant toujours les quantités du second ordre par rapport 
à a, on aura autant de valeurs que l'on voudra dey, ou 
autant de points qu'on voudra de ta courbe qui satisfait à 
l'équation différentielle, et passe par le point arbitraire 
dont les coordonnées sont Xi„ja- On volt par là qu'une 
équation du premier ordre a une infinité d'intégrales qui 
ne diflërent lea unes des autres que par la valeur d'une 
constante , qui est Yy correspondant à une valeur de x 
choisie arbitrairement. L'expression générale de^^ résul- 
tant des calculs précédents^ est 

j-=r. + F{.r„j-.)=.-HF|j:.-J-«,j-.-f-F{±„j-.) «)=' + -, 
le nombre des termes à prendre dépendant de la valeur 
de X que l'on considère-, et l'on aurait sans erreur la va- 
leur de y en fonction de x, si l'on pouvait trouver la 
limite vers laquelle tend la somme de n -f- i termes de 
cette suite, en supposant iia = 3? — Xa, et a décroissant 
indéfiniment. 

13. Il est à remarquer que cette manière de détermi- 
ner les diverses intégrales de l'équation différentielle 
s'applique à toutes les solutions j les intégrales particu- 
lières et les intégrales singulières s'y trouvent également 
comprises ; ce qui n'a pas lieu dans les autres méthodes. 

On procéderait d'une manière semblable si l'on avait 
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à intégrer une équatioa du second ordre, dont U forme 
peut toujours être supposée réduite à celle-ci 



i=n--^/- 



(È^ 



On se donnerait arbitrairement les valeurs j-, 
respondantes à Xo, et l'équation ferait connaître l'accrois- 
sement de -r- relatif à l'accroissement a de x: on aurait 
ainsi la valeur de -7- correspondante à Xt-\-<x\ d'ailleurs 
l'accroissement de j' serait connu, puisqu'on donne ^■ 
On connaîtrait donc , pour la valeur x, + a , les valeurs 
correspondantes de y et -^1 et l'on répéterait indéGni- 

ment cette opération. On voit par là qu'il y a deux con- 
stantes arbitraires dans l'int^rale d'une équation du se- 
cond ordre. Le procédé que nous venons de suivre ne fait 
connaître que par approximation les valeurs des inté- 
grales \ on ne les connaîtrait exactement qu'en détermi- 
nant la limite de la série quand a tend vers zéro , et qu'on 
pose , comme dans le cas précédent , na = j: — x« . 

Les mêmes considérations s'appliquent évidemment 
aux équations de tous les ordres. 

Intégrales singulières des équations du premier ordre, 
déduites de Vinlégrale générale. 

M. Soit (1) . . - F (x, y, a) = o l'intégrale générale 
d'une équation différentielle du premier ordre, a étant la 
constante arbitraire, qui, éliminée entre l'équation (i)et 
sa dérivée 

t/j; dr djc ' 
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conduit à l'équation difTéreutïellfî proposée. I) s'agit de 
savoir si cette dernière peut admettre des solutions «jui ne 
soient pas renfermées dans l'int^rale générale. 

Or toute équation entre x et y peut se mettre sous la 
forme 

(3) F(;r,j-, ,)=o, 

If étant Une certaine fonction de x et y, et F désignant la 
même fonction que dans l'équation (i) où l'on a remplacé 
la constante a par la fonction ^. En effet, si l'on égale 
F(xt _/, ç) à une fonction quelconque, on tirera pour tf 
une valeur qui rendra cette équation identique. On peut 
donc supposer que l'équation (3) représente une solution 
quelconque de l'équation proposée , et il reste à voir ce 
que doit être pour cela la fonction ç. 

Endi0'érentiantt'équation(3), on trouve, en désignant 

par -^ la dérivée totale de 9, 

rfF dfdr dF d« 

(4) :ï- + 3- :f + 3— T- = *». 

'^' dx dy dx df nx 

équation dans laquelle on peut remettre la valeur f tirée 
de (3), ce qui produit le même effet, dans les deux pre- 
miers termes de (4)) que si l'on tirait a de (i) pour le 
reporter dans (2). Donc , pour l'identité des valeurs de 

•j-i il est nécessaire et suffisant que la substitution de f 

rende 

(S\ '^^ - o 



y étant regardé comme la fonction de x chercKée ; ce q 
peut avoir lieu de plusieurs manières. 
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i". Si -^ = o,çn'est autre chose qu'une coBstaute, 
t réquation (3) coïncide avec l'istégrale générale. 



valeur de ç tirée de (3), ce qui détermine la valeur cher- 
chée de y^ on a le même résultat que si l'on détenninait ^ 
£F 

par l'équation -y|:=:o,et qu'on reportât sa valeur dans (3). 
~dy 
D'où l'on conclut que , quand on a l'intégrale générale 
d'une équation différentielle du premier ordre, on aura 
toutes les autres intégrales en éliminant la constante 
entre l'équation intégrale et sa dérivée partielle par rap- 
port à la constante , ^alée \ séro ; ou sa dérivée partielle 
par rapport à y^ égalée à l'infini. Néanmoins il faudra 
s'assurer si chacune de ces hypothèses annule réellement 
le premier membre de l'équation (5) et ne le réduit 

pas à -• 

Il sera encore nécessaire de s'assurer si les solutions 
ainsi obtenues ne sont pas renfermées dans l'intégrale gé- 
nérale. Dans ce cas particulier, on aura une intégrale par- 
ticulière au lieu d'une intégrale singulière. 

15. Sous quelque forme qu'on mette l'équation (i), 
l'application des règles précédentes doit nécessairement 
conduire aux mêmes solutions, et c'est ce que l'on peut 
vérifier en observant que le rapport des deux dérivées 

partielles -^-i -y- sera toujours le même, après avoir 

substitué la valeur de^ tirée de F ^ o, quoique chacune 
(le ces deux dérivées change quand on transforme l'équa- 
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lion F =: o. En ell'et, si l'on a luie équation quelconque 
F(j7, y, z, u) = o, le rapport des deus dérivées par- 
tielles du premier membre par rapport à deux des va- 
riables, u et z par exemple, exprime toujours, au signe 
près, la dériva de l'une des variables u et z par rapport 
à l'autre ; et par conséquent , après l'élimination de l'une 
des deux , il ne dépend pas de la forme sous laquelle ou 
pr^nte l'équation qui les lie. 

Ainsi, lorsqu'une transformation de l'équation (i) 

fera perdre des solutions à l'équation ~^o, elle les 
fera acquérir à l'équation ~ïp = o. 

16. L'intégrale singulière a une liaison géométrique 
très-remarquable avec l'intégrale générale. En eflet, en 
éliminant a entre l'équation (i) et sa dérivée partielle par 
rapport à a, on a l'équation du lieu des intersections 
succe^ives des courbes représentées par l'équation (i), 
dans laquelle on fait varier a d'une manière continue. 
Donc l'intégrale singulière représente la courbe enve- 
loppe des intégrales particulières. 

15. Si l'on construit, d'après Téquation différentielle , 
le lieu géométrique d'une quelconque de ses intégrales, 
comme nous l'avons indiqué précédemment, et que l'on 
cboisisse pour l'ordonnée ^o celle de la courbe enveloppe, 
correspondante à l'abscisse Xd, l'équation devra fournir 

deux valeurs générales de -j-i correspondantes l'une à 

l'enveloppe, l'autre à l'enveloppée, et qui seront ^ales, 
pour le point commun à ces deux courbes. La construc- 
tion indiquée fournira alors tes deux courbes. Il y a tou- 
tefois une exception remarquable à cette proposition : 
elle a lieu lorsque l'enveloppe qui représente l'intégrale 
singulière est une ligne droite. 
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En ellet, si l'on pari d'im point de cette droite, deux 
valeurs de -^ sont égales en ce point , et , par consà]ueat , 

)es deux valeurs correspondantes de dy que l'équation 
fera connaUre seront les mêmes , comme cela a lieu ea 
général ; mais , dans le cas actuel , une de cei valeurs aéra 
ligoureusemeut exacte, et ce aéra celle qui corre^Kmd à 
la ligae droite dont l'équation du premier degré donne, 
sans rien négliger, dy = pdx^ taudis que dans tout autre 
cas on néglige une quantité infiniment petite par rapport 
à dy. Il suit de là que le point voisin du point de départ 
appartient rigoureusement a l'enveloppe, et qu'on se 
trouve, par conséquent, dans le même cas que le premier. 
On voit donc que, dans ce cas, l'équation différentielle 
donnera l'intégrale singulière seulement, et aucune des 
intégrales particulières^ et il est clair que c'est le seul 
cas où cela arrive: car, si le second point n'était pas rigou- 
reusement sur l'enveloppe, l'équation ne donnerait pas 



substituerait les coordonnées de ce point ^ donc, à la va- 
leur suivante de x, on trouverait deux points au Heu 
d'un , et les deux lignes existeraient nécessairement. 

L'intégrale singulière peut aussi être déterminée au 
moyen de l'équation différentielle elle-même. Soit cette 
équation 
{6) f{x,y,y') = o, 

=!■ 

La représentation géométrique de la solution singu- 
lière étant la courbe enveloppe de celles qui représentent 
le» intégrales particulières, celles-ci se coupent générale- 
ment les imes les autres \ et , quand elles sont infiniment 
voisines, le point d'intersculion devient un point de con- 
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tact et appartient à l'enveloppe. Ainsi l'éqoadon (6) doit 
généralement donner pour une même valeur de x et ^, 
au moins deux valeurs différentes àe,j', et deux de ces 
valeurs doivent devenir ^ales' quand x et y te rappor- 
tent A un point de l'enveloppe , ou , en d'autres termes , 
satisfont A l'équation <^i représente la solutioa singu- 
lière. On exprimera donc que l'équation (6) donne deux 

valeurs égales pour y', ce qui se fera en posant -~ = o, si 

J^(x,_j', j''} est une fonction dont la forme soit unique. 
Si sa forme était multiple, on pourrait la réduire à être 
unique , ce qui rentrerait dans le premier cas : on pourrait 
aussi traiter successivement chacune des équations dis- 
tinctes renfermées dans y(x, y, y') = o, et exprimer 
qu'elles donnent des valeurs égales de y', ou bien qu'une 
valeur de y' tirée de l'une est égale à ime valeur de y 
tirée de l'autre. Si par exemple l'ëquatio» (6) était ré- 
solue par rapport k y\ on ne pourrait employer que le 
dernier moyen et égaler ces valeurs deux à deux. Dans 
tous les cas, soit (ji(_x,y, y')^o une équation expri- 
mant que l'équalion (6) donne deux valeurs égales de y', 
la solution singulière devra satisfaire à ces deux équa- 
tions, et par conséquent au résultat de l'élimination de j^' 
entre elles. Opérant donc cette élimination, on aura une 
équation entre x, y qui renfermera la solution singulière 
si elle existe. Ou vérifiera donc si les diverses valeurs de 
y en x qu'elle fournit satisfont à l'équation (6) ; et si l'on 
en trouve qui ne rentrent pas d'ailleurs dans l'intégrale 
générale, on connaîtra la solution singulière. Soit comme 
exemple 

(7) ^ = .rr' -H /(/'), 

jT désignant une £ou«tjon qui n'ait qu'une &eidc valeur 
pour une même valeur de y'. Nons aurons , pour condi- 
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tioD d'^alilé de deux valeurs de j', 

(8) ^ + f'(y) = o, 

et il faudra étiminer y' entre ces deux équations. Il reMe 
à vérifier que l'équation résultante en x, y satisfera à U 
proposée (7). En e&êt, supposons que de l'équation (8) 

on tire j'=q)(x), etqu*onle r^wrtedans l'équation (7), 
00 aura 

(9) r = 'f(']+f[ii')l 

En la dillérentiant , on trouve 

et, par conséquent, l'équation (9) pourrait s'écrire ainsi : 

Elle satisfait donc à l'équation différentielle proposée, et 
elle en forme la solution singulière; car elle ne rentre 
pas dans l'intégrale générale, que nous déterminerons plus 
tard. 

intégration des équations différentielles du premier 
ardre. 

16. L'équation la plus générale du premier ordre, et 

dans laquelle le rapport différentiel -^ ne passe pas Iç 

premier degré, peut se mettre sous la forme 

dr 
Qd^ -f- Vdx = o , ou Q^ + P = o, 

P et Q éianl deux fonctions quelconques de x et ^. On 
pourra toujours y appliquer le procédé général qui con- 
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sîste à développer j' au moyea du théorème de Taylor eu 
de Maclaurin. 11 arrive quelquefois que la série peut être 
sommée; quelquefois aussi elle a uue forme tellement 
compliquée, qu'on ne peut pas parvenir à la réduire à 
une forme 6nie. Voici quelques exemples dans lesquels ce 
procédé s'applique sans difficulté. 
Sf>it 

^-\- ay + bj^ = o. 
En la dîflifrentiant un nombre îudéfîni de fois, on trouve 



ii + „ii+6» =0 



Si l'on fait x = o dans toutes ces équations , il vient 

(1).=-. m.--- m.-'-- 
(s).=--«. (ë).=---«'« 






,.6" 
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1.2 i.a.a; 



a, en observant quej. rP^"' êwe remplacé par u 



consUDte arbitraire c , 



..S 



L'intëgrale géaérale étant connue , on obtiendrait les 
intégrales singulières par la méthode que nous avons 
exposée précédemment. Il est facile de voir qu'il n'en 
existe pas dans le cas actuel. 

1 7. Soit encore x -^ +/ + ax" = i>, m étant entier 

et positif. 

On obtient, par la diiTércntiation , 



'ë-i-— 




'ë+ '£+"(— ■i"-- 


=., 


Sï-'— '£-("- 


)...,. 


£ï*(.»^".SÏ=o. 





n éUnl plus grand que i . 

Si l'on fait je = o, _/ et tous les coefficients différentiels 

deviennent nuls si l'on suppose qu'ils ne soient pas inEnis, 

, rf"v , , , , . m (m — i)...2.i.ti 
excepte -, — dont la valeur devient ^ ■ ; 

■ dr" m + l 

on trouve donc r ^ 

-' m-i-i 
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Cette intégrale o'a pas de conetante arbitraire et n'est 
pas, par conséquent, l'intégrale générale. Celle-ci n'est 
donc pas développable suivant les puissances entières et 
positives de j". Et, en effet, si l'on intègre par les mé- 
thodes que nous ferons cotinaltre tout à Theure , on trou- 
vera, pour l'int^rale générale, 



La solution que nous avons trouvée est donc une inté- 
grale particulière , correspondante à c £= o. 

Il est facile de voirqu'il n'y a pas d'intégrale singulière. 

Des facteurs propres à rendre immédiatement intégrable 
le premier membre de l'équation. Intégration de 
l'étjuation linéaire. 

18. Si le premier membre de l'équation (^dy+Pdx^o 

était la dîlïérenlielle d'une fonction de x et y, il serait 

nécessaire et suffisant que cette fonction fût égale à une 

constante pour que l'équation proposée fût satisfaite. 

La condition pour que cette circonstance ait lieu est, 

,, rfQ rfP c- 11 . 1- 

comme nous 1 avons vu, -r- ^ -z— ai eJIe n a pas ueu, 

et qu'en multipliant le premier membre de l'équation par 
une fonction c, il devienne la diderentielle d'une fonc- 
tion u , cettj; équation sera équivalente à -du=:o, et 

sera satisfaite, soit en faisant du ^ o,d'oùu = c, ce qui 
sera l'intégrale générale, c étant la cooataute arbitraire ; 

soit en posant - = o, ce qui donnera une solution singu-^ 

lière, si elle ne rentre pas dans la précédente. 
Ainsi , par exemple, l'équation 
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peut se mellre sous la forme 

et l'on y saUsfait eu posant , soit F (x) = o, soit if (jr) = o, 
soit enfin 

et le premier membre est une différentielle exacte , puis- 
que les variables sont séparées. 

19. On peut démontra- qu'il existe toujours un fac- 
teur qui rend Qdy •+■ Vdx différentielle exacte. En effet , 
il est démontré que l'équation proposée a une intégrale 
renfermant une constante arbitraire c , et que nous repré- 
senterons parF(:r,_^, c) ='o; et l'équabon différentielle 
a été obtenue nécessairement en éliminant c entre cette 
dernière et celle que l'on a obtenue en ta différentiant, 
après l'avoir transformée préalablement d'une manière 
quelconque si on t'a jugé convenable. Or, quelque forme 
qu'on lui ait donnée, nous avons démontré précédem- 
ment, qu'après l'élimination de c, l'équation à laquelle 
on sera parvenu donnera identiquement en x et y la 

même valeur pour t— 

Cela posé, concevons l'équation F(jr,jt', c) = o mise 

sous ta forme ç (x, j-) = c , d'où ■j-Hx-i-^dy^=Oi la 



l'équation proposée devant être égales, queb que soient 
X ety (n" (i2), on aura identiquement 
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Ajoutant de part et d'autre ^et multipliant par ^^-i on 
aura cette nouvelle identité, quels que soient x,y, ttx, dj, 

dx dy dx \dx Qjdy 

Le premier membre étant la dérivée totale d'une fonc- 
tion ^ de X fty, il en est de même da second; et, par con- 
séquent, en multipliant la proposée par ^-t^i son pre- 
mier membre devient une difiërendelle exacte. On voit , 
de plus , comment le facteur ^ = k^ ^»*- "^ ^^ premier 
membre de l'intégrale mise sons la forme f = c. 

20. L'existence du facteur t^ étant démontrée, il faut 
chercher comment il est possible de le découvrir. 

Il est facile de former l'équation qui doit le déterminer, 
car on doit avoir l'identité 

rf!5 — rf* o 0—~P~—<'{— — '^] 
dx dy dx dj \dy dxj 

Si c renferme à la fois x et j, cette équation est aux 
différentielles partielles, et plus difficile à intégrer que la 
proposée. Il faut donc renoncer, en général , à la déter- 
mination de ce facteur. 

Mais si v ne doit renfermer qu'une variable, x par 
exemple , il est facile d'en déterminer la valeur. En effet , 






' dxJ' 
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il est donc nécessaire que les coffîcîenU donnes P et Q 
soient tels que I expression -i- ^1 soit indépen- 
dante de^. 

Lorsque cette condition sera remplie, on aura, en dési- 
gnant par tp (x) l'expression précAtcDle, 

d'où 

le coefficient c étant arbitraire , et disparaissant d'ailleurs 
de lui-même. 

En intégrant, par les procédés relatifs aux dïfTrâ^i- 
tielles des fonctions de deux variables indépendantes , on 
trouve 

La discussion serait la même pour les facteurs indépen- 
dants de x. 

31. Le calcul précédent deviendrait plus simple s'il 
s'agissait de l'équatioa dy ■+- }?djs = o. Il faudrait alors 
que -r- (fit ind^endant de y; ce qui donnerait 
P = Xj -*- X,, 

X et Xt désignant des fonctions quelconques de x. L'équa- 
tion doit donc être de la forme 

rfr + (Xr + X,)'ii:=o. 

£n midtipliant par le facteur v, qui devient e^ , on a 

«■* dy-hTLyt-' rf* + X,f^ (£r=o; 
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d'où 

C dësignant Une constante arbitraire. Oh tire de U 

Telle est l'intégrale générale de Véquation Knéaire du 
premier oreire. La constante arbitraire provenant de/Xdi 
disparaît d'elle-même , et la constante C est la setje qui 
entre dans la valeur de_^. 

Considérons , comme application très-simple, la ques- 
tion suivante qui a été proposée aux géomètres par M. de 
Beanne, ami de Descartes: 

Trouver une courbe telle que la sous-tangente soit à 
l'ordonnée comme une ligne constante éstàTordonnée 
de cette courbe, diminuée de celle d'une droite inclinée . 
d'un demi-angle droit sur l'axe des x. 

En prenant l'origine au pnnt de rencontre de. cette 
droite et de l'axe des x, elle aura pour équation x ^ y, et 
la condition donnée sera représentée par l'équation 

'^^ — ^-Z.', ou a^— r = — X 
dx a ^ dx ' 

a étant la valeur donnée de la ligne constante. 

Cette équation linéaire, intégrée par wi quelnonqu« 
des procédés que nous avona indiqués , donne 



C étant une constante arbitraire. 

Si maintenant on prend pour axe des x' la droite dont 
l'équationesty = x + a, et que l'on consei-ve la même 
direction pour l'axe de»y', on aura 



t par suite y' = CeV*- 
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La courbe est donc une lQgarithmic|ue dont les ordon- 
nées font avec l'axe un angle ^al à un demi-angle droit. 

23, Nous avons prouvé qu'il existe dans tous les cas 
un facteur propre à rendre le premier membre intégrable. 
Voyons s'il n'en esiste qu'un seul. 

Soit V une première fonction telle que f{Qdy 4- Pdx) 
soit la dilTérentielle d'unct fonction u de x et y ; il est d'a- 
bord évident que le facteur ifl}i(u) rendra encore le premier 
membre intégrable ; car, puisque v((^d)r +Pda:) = du, on 
aura i^ (u) (Qdf- ■+■ "Pdx) = if («) du, ce qui est la différen- 
tielle de /p(m) ^. 

Soit maintenant V une autre fonction quelconque telle 
que y ((^^ -\-Vdx) ;= d\i , U désignant une fonction de 
X ety. On en déduit l'identité 
V 

Or, le second membre étant une dilfêrenlielle exacte, le 
premier qui lui est identique enx et 7 devrait aussi en 
être une; ce qiû ne saurait être si - n'était pas une fonc- 
tion de la fonction u seulement. Ce dernier point, qu'on 
admet assez ordinairement comme évident, a cependant 
besoin d'être plus rigoureusement établi. 
11 s'agitde prouver généralement que si l'on a u=J(x,y), 

l'expression F(jr,j')(^u, ouF(j:,j') I -^dx-^-^dy Ine 

peut être une différentielle exacte relativement aux deux 
variables x et y, si l'on n'a pas 

F(x,;r) = +(») = +[/(:«, 7)], 
quelle que soit d'ailleurs la fonction 1^. 

En effet, éliminons/ au moyen de l'équation u=/'(jr, j); 
F(x, j) deviendra une fonction de u et x, 9(11 , :c). L'ex- 
pression qui était une différentielle exacte relativement 
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à X elj le sera relativement à :t; et u; ^ (u, x) du sera 
donc une différentielle exacte d'une fonction des deux 
variables indépendantes xgIu; ce qui serait absurde si x 
restait dans cette expression t^i ne renferme pas dx. Il 
faut donc qae i^{u,x) ne renferme que u, et, par consé- 
quent, que F(a:, y) soit une fonction de u ou àef(x, y). 

Ainsi, en revenant à notre question particulière, si un 
facteur V donne au premier membre la forme delà diffé- 
rentielle d'une fonction u de x, y, les facteurs qui jouissent 
exclusivement de la même propriété seront de la forme 
(^(u), f désignant une fonction arbitraire. 

L'équation proposée devient ainsi 

i/a ^ o, OH f(u) du =: o, 
d'où l'on déduit également «^c, c désignant une con- 
stante arbitraire. 

Tous ces facteurs conduisent donc au même résultat, 
et ils ne diflJrent entre eux que par le facteur ij:(u) qui 
est bien une fonction de x, y, mais qui se réduit à une 
constante arbitraire en vertu de l'intégrale u^c. On 
voit que, si l'on connaissait deux facteurs différents qui 
rendissent le premier membre de l'équation intégrable, 
en égalant leur rapport à une constante arbitraire, on 
obtiendrait l'intégrale générale. 

Intégration des équations homogènes, et de l'équation 
linéaire, par la séparation des variables. 

23. On parvient quelquefois, par un changement de 
variables, à ramener aux quadratures l'intégration de 
l'équation donnée, c'est-à-dire à séparer les nouvelles va- 
riables dans l'équation transformée. 

Considérons d'abord une équation homogène quel- 
conque 

Mrf,r-t- Nrfj- = o, 
a' l'dil. 3 
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c'esl-à-dirt; telle que M et N soient des l'onctions homo- 
gènes du même ordre m de x, y. On sait qu'une fonclion 
homogène de l'ordre iwdes variables x,j, z,... est celle 
quise trouve multipliée parle facteur^ quand OD change 
respectivement les variables en gx, gjr, gz , eic. 

Posons^y := ux, d'où tfy = udx •+■ xdu. 

Les fonctions M et N seront égales à x" multiplié pat- 
des fonctions de u ; et l'équation divisée par scT proid la 
foi-me 

¥{u)dx ^f{u)[udx'^j:du)^Oy 
ou 

{?{u) + uf{u)]Hx + ^fiu)du = n, 

et les variables sont séparées. 

Le premier membre est devenu unedifTérentielle exacte, 
en le divisant d'abord par x", puis par 

,[FH + ./(.)], ou iFQ+:r/Q- 

Donc , en somme , il a été divisé par Air + N^. 

Ainsi, le facteur propre à rendre le premier membi-e 

était une dilTérenti elle exacte, ;; ^^r- et i seraient deux 

facteurs qui rendraient le premier membre iniégrable; 
leur rapport serait donc égal à une constante, et l'inté- 
grale générale serait, par conséquent, Mx-l-Nj' = c. 

Cl» I. . Mtir 4- Niir , ..^, . .. 

ï!4. L expression — étant une dinérentiellc 

exacte, la condition connue conduit à l'équation 
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Ainsi, quelle que soit la fonction homogène M de 

dW. dVl 

* "^ "*■ -^ ~ 
l'ordre m, l'expression — — est constante. On 

en connaiU'a la valeur £n prenant jLa ion£tvm pariJQW- 
lîère X", et l'on trouve m. Doncon aura gjnénali^peait 



et l'on retrouve ainsi le théorème des fonctions homo- 
gènes. 

25. Premier exemple. -— Soit 

[ax + bx)dx = {mx + n/) rfj-. 
En posant 

y = ux, d'où dy ::= udx ■+■ xdu. 



l'équation proposée -^ 



<iii_ a-¥(b — m)a 



_[m 



a: a J^{b^m)a~nit^ 

les variables étant séparées, on intégrera les deux mem- 
bies, ce qui n'offrira aucune difficulté. On remplacera 

ensuite u paf^i et l'on aura l'intégrale généralei^ l'équa- 
tion proposée. 

26, Deuxième exemple. — Soit 

xdy — ydx = dx ^x' H-j'. 



Cette équation étant encore homogène relativement à 
.r ety, on posera^- = ujt, et l'on obtiendra , toute jréduc- 
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lion faite, 

d — d il — T — ' — — "^g ■ 

inUgraat les deux membres, et désignant par c une con- 
sunte arbitraire, il vient 



d'où 

On en tire successivement 

et enfin 

27. Troisième exemple. — On peut quelquefois, par 
une transfonnation simple, rendre homogène une équa- 
tion qui ne l'est pas. Soit, par exemple, 

{ax ■+- by -\- m)dx ■= (px + qy -^ n) dy, 

pour faire disparaître les termes indépendants de .r et^; 
soit 

x=:x' + a, y ^= y' -hë, d'où dx ^ d£ , dy :=: dy ', 
et déterminons a et S par les deux conditions 

att 'h b6 + m = o, pa -h t/S -^- n = o , 
qui donnent 

nb — mq mp — na 



aq — bp 
et supposons d'abord que l'on n'ait pas aq—~bp=^ ». 
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• 3, 
L'équation proposée se trouvera ramenée à la suivante : 

[ax' + ij-') dx' = (px' -h y/') dy', 

qui est homogène, et que l'on int^rera comme précédem- 
ment ^ puis on remplacera x' et y' par x — a, y — S. 
Mais cette transfomutiou serait impossible si l'on avait 
aq — bp:=o. Dans ce cas , l'équation proposée devient , 



[ax -(- i/) adc — fty) = a [ndj — mdx). 
On posera alors 

ax + V = *. d'où dy = ' ~ " , 
et l'élimination de^ donoera 

.,.- i" +'">■'■ . 



les variaUes étant séparées, le problème est ramené à 
celui des quadratures. 

Dans le cas général , on aurait encore pu rendre l'équa- 
tion homogène, en posant 

ax -h by -\- m =:: t , px -t-qy -i- a =: u, 

d'où l'on lire 

qdt — bdu , rtrfu — pdt 

dx=i 7— > dy= j—, 

aq — Op aq — Op 

et l'équation proposée se trouve transformée dans la sui- 
vante, qui est homogène : 

(/>« H- qt) dt = (au 4- 6() du. 

28. Prenons pour application géométrique une ques- 
tion qui a beaucoup occupé les géomètres, à l'origine du 
calcul intégral , et qu'ils appelaient le problème des tra- 
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iectoim. 11 s'^it de trouver me couriw qui coupe, soue 
un aDgle donné, toutes celles qui sont renfermées dans 
une équation dounée 

(.) T[r.y,a] = o, 

Asas laquelle le pn-amétre a peut preadie toutes les va- 

letin posiiUes. 

Si l'on désigne par m la tangeute de l'angle donné, par 
x',y' les coordonnées d'an point quelconque du lieu, et 
par et l'angle que forme avec l'axe des x la taugente à la 
courbe donnée , on devra avoir 

Hr' 
^-laiig» 



(") 




"" 


I ■+■ 


£>'*""«" 


Or 


'équation (i) 


donne 




rfF 






tang 






l'équatioa (2) deviendra 


doDC 


(3) 




dt dy 

da/ dx 


■)- 


dt dy' 

dy' dx' " 


et comme on a en 


même 


temps 






F(^ 


. X 


o) = 0. 



si l'oa élimine a entre cette équation et l'équation (3), ou 
aura une équation entre les coordonnées d'un point quel- 
conque du lieu. 

Examinons en particulier le cas où l'équation (i) est 
de la forme 

{k) y" = nj^> 
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et r^uation (3) deviendra 

et, éliminant a entre cette équation et la première; on 
obtient 

(5) 

é(]uation homogène qu'on înt^rera sans difficulté. 

i". Supposons, par exemple, n^^= i , l'équation 
donnée (4) devient 

et représente tontes les droites qui passent par l'origine. 
L'équation (5) dévient 

m[xdx -hydy) — xdy -\-ydx = o. 

On reconnaît ici que te premier membre devient une 
différentielle exacte , en te divisant par x* -\-y*. On aura 
donc, en intégrant, 

m log(.z' +/'j' — arc tang- = e. 

Si l'on passe à des coordonnées polaires, en posant 

x = rcosfl, jr = '"»in9, 
on trouve 

m lugr = S + c, 
d'où 
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On obtient ainsi uue infinité de spirales logarithmiques 
semblables, ayant le mËme poînl asymptote. 

2°, Supposons m = 00 , ce qui donne des trajectoires 
orthogonales; l'équation (5) se réduit à 

dy 

d'où l'on lire 

«I' -\-py'=.c. 

Suivant que. n elp seront de mêmes signes ou de signes 
contraires, cette équation donnera une infinité d'ellipses 
ou d'hyperboles semblables, et qui seront les seules 
courbes jouissant de la propriété de couper a angle droit 
toutes les paraboles ou les hyper)>oles renfermées dans 
l'équation 

y- = oxy. 

Si l'on a, de plus, m ^p ^ i , la trajectoire a pour équa- 



ce qui donne un cercle quelconque ayant pour centre le 
point de concours des droites représentées par l'équation 
donnée 

Si » ^ — p = I , les courbes données ont pour équation 

^= -î et sont toutes les hyperboles équilatères ayant 

pour asymptotes les axes de coordonnées. Les trajectoires 
oui pour équation générale jc' — y*'=:c, et sont toutes 
les hyperboles équilaléies ayant pour asymptotes les bis- 
sci'lrices des angles des asymptotes des premières. 
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SECONDE PARTIE. 4' 

39. Ét/uation linéaire. — On peut encore, par un 
changement de variables, intégrer l'équation linéaire du 
premier ordre 

dy -h Xydx ■+■ %,tlx = o. 

Soit j = uz-^u et z étant des fonctions de x indétermi- 
nées, on aura ely = udz -\~ zdu, et, en substituant, 

udi -f- zdu -\- JLuzdc + yL,dx ^ o. 

On peut déterminer d'abord u d'après la condition 
du-\-liudx^o, et il en résultera udz + X|Jx ^ o. 
Or les variables se séparent dans l'avant-demière, en 

divisant par w; ce qui donne \-lLdx.^ o. 

En intégrant, il vient logu + fXtix = o , la constante 
arbitraire étant comprise dans l'intégrale indéfinie. 

On tire de là u =e~-' ; substituant dans l'équation 
udz ■+- ILtdx ^ o, il vient 

,-fXdT^^ + X,dx = o, d'où z = —fX.e-f^^dx 4- C , 

C étant la constante arbitraire relative à la nouvelle inté- 
grale, qui sera prise à partir de telle limite que l'on vou- 
dra. On aura ainsi 

La constante arbitraire de fXdx disparaît d'elle- 
même de cette expression , et il n'en reste qu'une , comme 
cela doit être. On retrouve ainsi l'intégrale déjà donnée 
par une antre méthode. 

30. Équation de Bevnoulli. — On peut ramener à 
l'équation linéaire la suivante, qui a été traitée d'ahord 
par Jacques Bernoulli : 

dy -f- ILyrla: = Xi^"+'(/j;. 
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Si l'ou pose 

x=X~', fl'oii / = e ", et,pai-suite, ify = z " lU, 

on trouve , en substituant dans la proposée et réduisant , 

dx — nXzdx ■+■ nX,dx =: o, 

équation linéaire dont l'intégrale est, d'après la formule 
précédente, 

La valeur de^ s'en déduit immédiatement. 

On peut arriver au même résultat par une autre trans- 
formation , déjà employée pour l'équation linéaire. 
Soit_jr=Mi; i'éqnation proposée devient 
adi + zdu -+- Xuzdx = XiB""^' a^+'dx, 
et peut se partager dans les deux suivantes : 

dt ■+■ Xtdx: = o, fia = XtU'^'ardx; 
d'où l'on tire 

l'intégrale J'K.dx étant indéfinie. On en déduit 



'{!>-" 



La constante introduite par fXdx disparait évidem- 
ment , de sorte qu'on peut prendre celte intégrale à partir 
d'une valeur quelconque; j' ne contiendra donc que la 
seule constante C 

On peut quelquefois déterminer l'intégrale générale 
d'une équation du prfmier ordre , dont on connaît une 
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iotégrale particulière, au moyen d'une irausfoimatMm 
_^ très-simple , employée par Eulcr. 
Soit, par exemple , 

dy + S.ydx = X./'oLr + X, dx. 

Cette équation a de plus que la précédente le terme X,iJa:, 
mais l'exposant n 4- 1 a la valeur particulière 2. Suppo- 
sons que z soit une fonction de x qui satisfasse à cette 
équation sans renfermer de constante arbitraire, et po- 
sons^ = z + «, uétant une fonction inconnue de x. En 
ayant égard à l'équation 

tU ■+■ Xzrfr = X,î'*ir -\- l/i,dx, 

qui a lieu par hypothèse , il restera 

rfa + {X — 2îX,)u(£r = X,w'<ic. 

Cette équation étant renfermée dans celle qui vient 
d'être intégrée , on en tirera la valeur de u , avec une con- 
stante arbitraire, et l'on connaîtra, par suite, la valeur 
générale de^. 

Si l'on n'avait pas n + i ^ a , la même substitution 
ferait encore disparaître X,(ir, mais elle introduirait de 
nouvelles puissances de _^ qui ne permettraient plus d'in- 
tégrer la transformée. 

Equations du premier ordre, dans lesquelles ta dérivée 
entre à un degré supérieur au premier. 



dx 

rieares à la première, et qu'elle puisse être résolue par rap- 
port à cette quantité, on aura ainsi plusieurs équations 
de la forme Vdx + Qdjr = o que l'on tâchera d'intégrer. 
Soient aj(x, y, c)^o, ^i (x,y, c')^o, etc., ces diverses 
intégrales dans lesquelles c désigne une constante arbi- 
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traire; toutes les solutions de l'équalion proposée seront 

renfermées dans la suivante : 

On pourra elTectuer les calculs en considérant la constante 
c comme la même dans les différents facteurs ; car, comme 
ils ne doivent être égalés à zéro que séparément, on 
n'altère en rien les solutions en représentant les con- 
stantes par la même lettre. 
Soit , par exemple , 

on aura les deux intégrales 

_j" = aj; + c, X ^ — ax -h ^, 
et l'int^rale complète sera 

{jr — ax + c}.(y + aj:~c-) = o, 
OU , ce qui est plus simple , sans être moins général , 

32. Lorsque l'équation ne peut être résolue par rap- 
port à ^t et qu'elle peut l'être par rapporta/ oux, on 
a à considérer l'une des deux formes générales 

jr = ¥ix,p), x = ¥{y,p), 

p désignant le rapport différentiel ^- Dans l'un et l'autre 

cas, la différentiation conduit à une équation du pre- 
mier ordre^enlre deux variables p et x, ou p et y. Si l'on 
peut en trouver une inl^ralc première dans laquelle ne 
rentre pas la proposée , on éliminera p entre elle et l'équa- 
tion proposée , et l'on aura l'intégrale générale chercliée 
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Ce proc^^ conduit à une simple quadrature lorsque Kr 
second membre ne contient que la variable ;>. 

33. Si l'équation a la forme 

y = rF(p)-h/(p], 
la différentiatîon donne 

/«ic = F (,>) dx + xY' (/.) dp + /' {p) dp. 

Celle équation, ciant du second ordre, a deux intégrales 
du premier: l'une, qui coïnciderait avec la proposée aug- 
mentée d'une constante; l'autre, que l'on obtiendra par 
de simples quadratures , en obset^ant que cette équation 
est linéaire par rapport à :r eidx. Eliminant^ entre cette 
intégraleet ['équation donnée, on aura l'iulég raie géné- 
rale, et l'on en déduira les intégrales singulières d'après 
la théorie exposée précédemment. 

34. Dans le cas particulier où F (/^) = ^, on a 

/ = px+/{p); 
eudifférentiant, il vient 

o = [x+r[p)]dp, 

équation à laquelle on satisfait de deux manières. 

Si l'on pose </p ^ o, il vient p^c, et éliminant p, ou 
a pour l'intégrale générale 

y = cx+f{c)- 
Si l'on pose jr -|-y' (p) = o, et que l'on élimine p entre 
cette équation et la proposée, on aura l'intégrale singu- 
lière; car la valeur àep tirée de la dernière équation 
sera une fonction de x, et l'élimination conduira au 
même résultat qu'en substituant cette fonction de z à c 
dans l'int^rale générale : la solution qu'on obtient ne 
résulte donc pas d'une valeur particulière attribuée Ji la 
constante. 
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On voit d'aillcui's tju'élimincr p «iitre X 4-y'(/') ^ o 
et^ ^= px -hfÇp) revient k éliminer c entre 

x+/'(c) = o, et j-^.^+Z'W; 

el comme x +J" (c) est la dérivée de ex +f(c), par rap- 
port à c, on parviendra à la solution singulière de t'écpa- 
tioii dont_^ ^ ex +f{c) est l'intégrale générale. 

3S. Nous allons appliquer à la résolution de quelques 
questions géométriques le procédé que nous venons de 
faire connaître. 

Soit proposé de trouver une courbe telle que le pro- 
duit des perpendiculaires abaissées de deux points fixes 
sur une quelconque de ses tangentes soit constant. 

Désignons par ac la distance de ces deux points, et par 
b* le produit des perpendiculaires ; prenons pour origine 
le milieu entre les deux points donnés , et pour axe des x 
la droite qui les joint : la ronditioii donnée conduira im- 
médiatement à l'équation 



te signe supérieur correspondant au cas où les deux points 
sont d'im même côté de la tangente , et le signe inférieur, 
à celui où ils sont de côtés dîlfêreius. On tire de cette 
équation 

(,) y =px ■+ ^/(F±¥)y±i;", 

ce qui est un cas parliculier de réquiitiGn^o=:p3:-|-y(p)- 
£n suivant la maiclic indiquée généralement, on trouve 






]- 



posant dp = o, d'où;» = a, et désignant une constante 
arbitraire ; puis éliminant p entre nette dernière écfualion 
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ei r^ualion (i), on aura l'intégrale générale 

qui représente une infinité de droites, tangentes à la 
courbe ayant pour équation 

(3) (c'±:è=)3-'±*'^' = ±('^"±^=)*'i 

d'où l'on peut déjà conclure que cette courbe est la solu- 
tion singulière, puisqu'elle est l'enveloppe des intégrales 
particulières. 

Dans le cas où l'on prend les signes supérieurs, elle 
n'est autre chose qu'une ellipse dont les foyers sont les 
deux points donnés, et dont le petit axe est égal à ■ib. Si 
l'on prend les signes inférieurs , les deux points étant de 
c6lés différents de la tangente, les perpendiculaires sont 
respectivement moindres que les segments de la droite 
égale à ac, d'où résulte c < i. La courbe est donc alors 
une hyperbole ayant pour foyers les deux points donnés, 
et pour axe imaginaire ab. 

Le second facteur de l'équation (2) doit aussi donner la 
solution singulière , comme cela a été démontré générale- 
ment. En r^alant à zéro , on a 

p [e'±l>'} _ 
''^^ "^ "^ \/(?~±.l>')p'dEb' ~ °' 

Eliminant/' entre les équations (1) et (4), on retrouve 
l'équation (3) , comme cela devait être. 

Dans cette question , la courbe que l'on avait en vue de 
déterminer est donnée, non par l'intégrale générale y 
mais par la solution singulière ; ce qui montre que cette 
dernière doit toujours être chercbëe avec le même soin 
que la première. 

36, Oit tienne deux parallèles, et sur chacune tTeîles 
un point fixe, et l'ou demande l'équation de la courbe 
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telîe, qu'en lui menant une tangente (Quelconque, les seg- 
ments déterminés sur chaque parallèle entre le point fixe 
et le point de rencontre avec lu tangente donnent un 
produit constant b*. 

Soit ia la distance des deux points fixes; prenons l'ori- 
gine en son milieu, l'ase des x suivant sa direction, et 
l'axe des j' parallèle aux deux lignes données. 

La condition donnée fournit l'éipiation 
(X — pxy — aY=±.b'. 

Le signe -f~ du second membre se rapporte au cas où les 
deux segments seraient d'un même côté de l'axe des .r, et 
le signe — au cas où ils seraient de côtés différents. 
On tire de cette équation , 



y = px-^- \ja-p- d 
ridiirérentiant, 



t{' 



On aura Tintégrale générale en posant 

-^=o, dou p = a., 

CL désignant une constante arbitraire, et substituant cnkp 
dans l'éqnation difféi-eniîclle de la courbe; ce ([ui donne 



On aura la solution singulière en éliminant p entre l'é- 
quation différenlieUe de la courbe et la suivante 



'alcul conduit à l'équation 
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qai représente une ellipse ou une hyperbole, rapportée 
à un système de diamètres conjugués, suivant que l'on 
prend les signes supérieurs ou les signes inféneurs. 

L'intégrale générale représente toutes les tangentes à 
l'une ou à l'autre de ces deux courbes. 

37. Proposons-nous encore de déterminer la courbe 
telle que la partie de cltacune de ses tangentes, inter- 
ceptée entre deux droàes rectangulaires, soit égale à 
une quantité donnée a. 

En prenant les deux droites rectangulaires pour axes 
de coordonnées ^ on est conduit à l'équation 



le radical comportant le double signe. On trouve, e 
diCérentiant, 






L'ittt^ale générale sera, en désignant par c ime c 
stante arbitraire , 



on obtiendra la solution singulière en éliminant ^ entre 
l'équation diËTérentielle de la courbe et la suivante 



qui , remis dans la première , donne 



jbïGoogIc 



5o Govu h'ahaltse. 

tirant de U la valeur de />, et la substimant dans la pré- 
cédente ( oa parvient à l'équation 



dont la discuasioQ est très-facile. 

IVons allons démontrer maintenant que cette courbe 
n'est autre que l'épicycloïde qui serait engendrée par un 

point d'un cercle ayant pour rayon j et roulant intérieu- 
rement sur un cercle de rayon a. 

En effet, soit OB (Jig- t) un rayon quelconque d'un ' 
cercle ayant poiu* rayon a; décrivons un cercle qui ait 
pour diamètre BC , moitié de OB, et prenons l'arc BM 
égal â l'arc BA , A étant un point ûxe du premier cercle ; 
le point M appartiendra à l'épicycloïde en question , et il 
s'agit de prouver que la partie de sa tangente au point 
quelconque M, qui sera comprise dans l'angle droit YOX, 
est égale à a. 

Or, la normale à cette courbe étant BM) la tangente 
sera MC , et il faut prouver que l'on a LN = a. 

Remarquons pour cela que, d'après la théorie de la 
mesure des angles, et la condition AB ^ BM, l'angle 
BCM est double de NOC , et par conséquent NOC = CNO5 
d'où CW = CO. 

On prouverait de même que l'angle LCB est double de 
LOC, et que, par conséquent, LOC ^ QLC ; d'où LC^ OC 
et , par conséquent , LN = o ; ce qu'il fallait démontrer. 

■ Equations différentielles totales- 

38. La première question que nous avons traitée dans 
le calcul intégral 3 eu pour objet de ironver une Ioqcs- 
tion d'une seule variable, lorsqu'on connaît l'expression 
de sa différentielle au moyen de cette variable seulement. 
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Mons STons cousidéré ensuite les fonctions de plusieurs 
variables indépendantes , et nous nous sommes proposé de 
les déterminer, connaissant l'expression de leur différen- 
tielle totale, ou, en d'autres termes, de toutes leurs déri- 
vées partielles du premier ordre. Revenant ensuite au 
premier problème , nous l'avons étendu au cas où la diilié- 
renUelIe par rapport à la variable indépendante unique 
renfermait dans son expression la fonction elle-même 
mêlée avec la variable indépendante : c'est ce qui con- 
stitue l'intégration des équations dUrérentielles à deux 
variables. Nous allons maintenant étendre de la même 
manière le second problème, et supposer que la différen- 
tielle totale de la fonction inconnue de plusieurs variables 
indépendantes renferme la fonctioa mêlée avec ces va- 
riables. Les équations qui donnent une pareille expres- 
sion A la différentielle de la fonction cbercbée se nomment 
équations différentielles totales. Nous nous bornerons à 
celles qui renferment trois variables. 
Leiu- forme la plus générale est 

(i) Pdx+Qrfr + Rrfî=o, ou dr = -^df~d^i 

X sera considéré comme la fonction des variables indé- 
pendantesj^, « , et la différentielle totale de x renfermera 
à la fois cette fonction et les variables indépendantes, 
P, Q, R étant des fonctions quelconques de x, y, z. 

Si l'on connaissait la valeur de x enj^ et z, en la re- 
mettant dans ces trois fonctions, — ^ et — g- seraient 

identiquement les dérivées partielles de x par rapport hy 
et X. Donc d'abord, si l'on cberchela fonction la plus géné- 
rale de y qui satisfasse à ta condition que sa dérivée , par 

rapport à y, soit — p"' ■^ étant considéré comme une con- 
stante, la valetir cbercbée de x sera renfemée dans celle 

4. 
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que l'un aura ainsi déterminée; «t il ne restera plus 
l'assujettir à satisfaire à lasecondecondition. 



dans laquelle z est une constante. Ce problème rentre 
dans la théorie précédente ; et , en le supposant résolu , on 
aura une équation U ^ O entre x, j^, z , C ; C désignant 
une quantité arbitraire, indépendante de x, y^ mais qui 
peut renfermer z d'une manière quelconque; et il s'agit 
maintenant de déterminer C , s'il est possible , de manière 
que la dérivée partielle de x, par rapport à z , soit iden- 
tiquement — —t au moins, lorsqu'on aura substitué à x 

sa valeur tirée de U = o. 

DifTérentiant l'équation U=o, en traitant j)' comme 
constant , il vient 

rfU dV /^\ ^ ^ _ . 

et substituant à -r- la valeur — — qu'il doit avoir, il sera 
et suffisant de satisfaire à l'équation 
dV R rfU dVdC 



(=) 



P rflc rfC rfï ■ 



dans laquelle x est censé remplacé par sa valeur. 

Mais, comme C ne doi l pas renfermer _^, ît est nécessaire 
que la substitution de x dans cette équation en fasse dis- 
paraître y. Si cela n'a pas lieu, le problème est impos- 
sible; et si cela a lieu, on aime équation différentielle du 
premier ordre entre C et z. Son intégrale générale ren- 
fermera une constante arbitraioe ; et reportant la valeur 
de C qu'on en déduira , dans l'équation U = o , on aura 



■L.,iz..i!/Googlc 



T.E. 53 

l'équaliou qui détermine x de manière à satisfaire auK 
conditions proposées. 

On voit que la question n'est pas toujours susceptible 
d'une solution, et que, quand elle en a une, l'intégrale est 
donnée par une équation entre :r,j; z , qui renferme une 
constante arbitraire, et que l'on obtient par l'intëgralion 
de deux équations du premier ordre, à deux variables. 

39. Il suit de là que quand la question proposée est 
possible, l'équation dilTérenti elle résulte de l'élimination 
d'ime constante arbitraire entre une équation k trois va- 
riables et sa di0ërentielle totale ^alée à zéro^ et cette 
considération va nous conduire à une proposition impor- 
tante. 

SoîtV=:C' l'intégrale de l'équation (i) résolue par 
rapport à la constante arbitraire C En la dilTérentiant, 
l'élimination de C se trouvera effectuée, et le résultat 
sera identiquement te même que si l'élimination s'était 
faite autrement. ' 

L'équation 

rfV ^ rfV , rfV , 

' dx dy dz 

devra donc être identique avec l'équation (i), lorsqu'on 
aura réduit le coefficient de la même différentielle, par 
exemple de tix, k avoir la m^mc valeur de part et d'autre. 
rfV 

Multipliant donc l'équation (i) par — j elle deviendra 

, identique avec (3), et son premier membre sera , par con- 
séquent, la différentielle exacte d'une fonction V des trois 
variables indépendantes X, y, z. D'où se tire cette con- 
séquence, que lorsque la question admet une solution, 
le premier membre de l'équation donnée devient une 
différentielle exacte, quand on le multiplie par une cer- 
taine fonction des trois variables 



jbïGoogIc 



54 CUUU D'ÀHALVSt. 

Soit {J. le facteur tel que (iP^x + fiQ</f + (iRrfr soit 

une différentielle exacte, on aura les trois conditions 
suivantes : 

rfy dx rli <lx di tijr 

OU , en les diîvetoppant , 

dV „ du. dO „ du 






Si l'on multiplie la première par R, la seconde par 
— Q , la troisième par P, qu'on les ajoute ensuite , et que 
Ton supprime le facteur f*, on devra avoir identiquement 



,,, ■./"V ''ti\ ^ l""- "r 



W 



11 sera donc inutile de chercher i résoudre la question 
quand cette identité, facile à vérifier, n'aura pas lieu. 

Réciproquement, toutes les fois qu'elle aura lieu, la 
question admet une solution; car nous allons démontrer 
que dans ce cas le premier membre de l'équation (2) de- 
vient indépendant de^ quand on en élimine x. 

Mais , pour plus de simplicité, nous supposerons que 
l'équaUou U = o ait été résolue par rapport à la constante 
C, et soit remplacée par U = C, ce qui ne changera rien 
ans conditions, li'équation (a) se change alors en ta sui- 
vante : 

rfU 
1H_ Ri^ -_ rfC_ 
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ei il faut toujours que la substitution <le x en fasse dia- 
paraitre^. 

Soit f le facteur qui rend P(/x + (^<fy différentielle 
exacte, on a 

vPdx + vQdy = dV, 

La quantité qui ne doit plus renfermer^ est ' 
(/U „ ^ dV 



dz 



vR, 



et il suffit d'exprimer que sa dériva par rapport à ^ est 
nulle , en considérant x comme une fonction de/, dont la 

dérivée partielle par rapport »y est — ^- On obtientainsi 
rf'U d'V Q__ /rfR_^ 9\_B^— _— ?\ — 



— ^ vP, tes deux premiers termes deviennent 
ou, en développant, 

et la dernière partie R (P j Q -3-) se réduit 

Rf (^ — -r-y- la condition précédente devient donc, 
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supprimant 1» facteui' commun k, 

équation qui De dtÛËrepas de l'équation (4)' Donc cette 
équation , déjà démontrée nécessaire , est en même temps 
suffisante pour que la question proposée admette une so- 
lution. 

On procéderait d'uue manière semblable dans le cas 
où le nombre des variables serait plus grand. 

Des équations linéaires d'un ordre quelconque. 

40. On appelle ainsi celles dans lesquelles la fonction 
ckercbée et ses dérivées jusqu'à l'ordre m n'entrent qu'au 
premier d^ré , et ne se midtiplient pas entre elles. Leur 
forme générale est 

(0 S + *^+--+ï£ + "^ = ''. 

^ ' dx^ luf^' dx 

A,..., U, V étant des fonctions quelconques de x. Ces 
équations jouissent d'une propriété remarquable, lorsque 
le dernier terme V manque. Elle consiste en ce que la 
somme de plusieurs solutions forme encore une solution 
de la même équation. 
Soit, en effet, l'équation 



Siy,,yx,etc., sont des fonctions qui satisfassent à cette 
équation , on aura 



î^^4•^r^I:^. .u.r'!li 



h-T:î^ + ii/, = o, 



-H Vf: -- 
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Ajoutant ces équations , on aura le même résultat que 
si l'on substituait j'i +JK(+ ■-■ +T'"^T dans (a). Donc 
la somme d'un nombre quelconque de Jonctions de x 
qui satisfont à l'équation (a) forme encore une solu- 
tion de celte équation f et, par conséquent , si l'on con- 
naissait un nombre m d'intégrales particulières renfer- 
mant chacune ime constante arbitraire, leur somme 
serait fintégrale générale.' 

On observera d'ailleurs que si une valeur de^ est con- 
nue, on peut la multiplier par une constante arbitraire, 
sans qu'elle cesse de satisfaire-, de sorte que si les m fonc- 
tions y,, jCi)-.-; /.„ satisfont à l'équation (a), son intégrale 
générale sera 



C|,Ci,..., c„ désignant des constantes arbitraires, et en 
supposant qu'on puisse les déterminer de manière que 
pour une valeur quelconque de x^ les valeurs de y, 

41. Lorsque l'on aura à intégrer l'équation (1), on 
commencera par cbercher à intégrer l'équation (2) qui . 
est plus facile. Si l'on y peut parvenir complètement, 
nous allons montrer comment on en peut déduire l'inté- 
grale générale de l'équation (1). 

Soit 

X = '^■/i + c,/, +. . .4- c»j« 
l'intégrale générale de l'équation (2) quand on considère 
c'i, c,,..., c^ comme des constantes arbitraires. Il est évi- 
dent qu'on peut, d'une infinité de manières, substituer à 
ces constantes des fonctions de x telles que l'on obtienne 
l'intégralcgénéralcdc l'équation ( i ) ^ et nous allons voir 
que l'on peut en avoir une détrrminalinn qui n'exige qw 
de simples quadratures. 



jbïGoogIc 



58 Goui 

En ditférentiant l'expression ci-Hlessus, on obiietiL 
dy = c.rljr, -\- c^x, + . . . 4- c^y^ -\-y,dc, +y^e, + ■ - ■ /-A*- 
Or onpeutasaujettirc,, r,,.,,, c„ à la condition 

j-irfc, +/,(fc. H- hj-,rfc« = o, 

et il en résolte 

dy = e4r. + c^/, + . . . + c^y-n . 

On diffêrenUera cette nouvelle équation , et l'on Calera 
encore à zéro l'easemble des termes qui contiendront les 
diiréreniielles t^ci, f2ci,..., ^c„; et Ton continuera ainsi 
jusqu'à d''~^y inclusi\ émeut : on aura , de cette manière , 
m — i équations entre les dilTérenlielIes dci, f/ci,..., de., 
et des fonctions connues. Substituant ensuite dans l'équa- 
tion (i) les valeurs dey, dy,..., (/"y, on aura une dernière 
équation qui , jointe aux premières , détenninera complè- 
tement les inconnues C), Cn-.., c„. 

Ces m équatious sont les suivantes : 

y,dc, ■+■ y, de, -J-, , .-(- y„dc^ =; o, 
dy^dct +dy,dc, +...-(- dy^^de^ = O, 



d'-^y.de, -4- (/*"'/,(&, -H. - .+ d'^'y^dc^^ o, 
d—'yide, + rf"-'/,(fc, -i-. . .+ d"-'^«<fc«= Vdi", 

et il faut bien remarquer que ces équations peuvent avoir 
lieu en même temps si l'on est parti de l'intégrale gé- 
nérale de l'équation (2), En effet, les coefficients de 
ttci,..., dc„ sont précisément ceux que l'on aurait pour 

Cl,..-) c„ dans les expressions de j', ^'••■' jiï=r' en dési- 
gnant par j l'inlégrale de l'équation (2). Or nous sup- 
posons que, pour une valeur quelconque de jt, on peut 
satisfaire aux équations obtenues en égalant ces expres- 
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sions à des quantité» quelconques , et eu tirer des valeurs 
finies Cl,..., c„. Donc aussi le système des équations où 
de,,..., £^,„ entrent de la même manière que dans celles-ci, 
ne renfermera aucune incompatibilité. 1! donnera, pour 
ces inconnues, des valeurs de la forme 

de, = X,dx, de, = X,ili, ...y rfc, = X^r, 
d'où 



C'est l'intégrale générale , puisqu'elle renferme m con- 
stantes arbitraires. 

42. Si l'on ne connaissait pas m intégrales particulières 
de l'équation (2), la question ne serait pas ramenée immé- 
diatement aux quadratures. 

Supposons , par exemple , que l'on en connaisse m — i 
int^rales particulières, on ne pourra plus élablir que 
m — 3 conditions entre les?ra — i quantités c,,Ct, •■•,£„_,. 
Alors l'expression de d'"~^j renfermera de,,..., dc„_i ; et 
J'y renfermera </V,,...,<i'c„. La substitution dans l'équa- 
tion (i) fera toujours disparaître c, , c,,..., c,„^, , mais, 
leurs différentielles premières et secondes y entreront; et 
commeles m — a équations établies entre de, , rfc«,. ..,dc„^, 
déterminent ces différeuti elles en fonction de de,, on aura 
une équation linéaire du second ordre qui renfermera 
dc„ d'c,, mais non c,. On la ramènera au premier ordre, 

sans qu'elle cesse d'être linéaire, en posant —:= z. Elle 
pourra toujours s'intégrer complètement, et il s'in- 
troduira ainsi deux constantes arbitraires. De simples 
quadratures feront ensuite connaître les m — 2 autres 
quantités r,, c,,..., c,„_, , et il s'introduira ainsi m — 2 
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nouvtJlcs coustanles arbitraires, du sorte que la valeur dey 

/ = c,jr, ~he,x, 4- . . . + <•—,/—, 
renfermera m constantes arbitraires et sera , par consé- 
quent, l'intégrale générale de l'équation (i). 

43. Si l'on n'avait connu que m — 2 intégrales de Té- 
quation (3), on n'aurait pu établir que m — 3 relations 
entre c„ c,,..., c„_,, et l'équation (i), après la substitu- 
tion, aurait renfermé des différentielles troisièmes. L'éli- 
mination de c,,...,c„_, aurait donné ime équation li- 
néaire du troisième ordre renfermant dcj , rf'ci , t^c, , 
mais non Ci. On pourrait donc encore l'abaisser au second 
ordre, sans qu'elle cessât d'être linéaire; et si l'on pou- 
vait l'intégrer complètement, on en déduirait, comme 
dans le cas précédent, l'intégrale générale de l'équa- 
tion (i). En appliquant les mêmes raisonnements , on ver- 
rait que si l'on connaît m — n intégrales particulières de 
l'éqtiation (3), l'intégration complète de l'équation (■), 
et, à plus forte raison, de l'éqiiation (2) est ramenée à 
celle d'une équation linéaire de l'ordre n , et à de simples 
quadratures. 

44. Il est facile de démontrer que l'intégrale générale 
de l'équation 



rf^+'^rf;=rr+'---i-T;^- 



est nécessairement dé la forme 

r = c.y, ■+- c,jr, -f- . . . -f- r»7». 
En effet, soitj^i une solution de cette équation; suppo- 
sons qu'elle ne renferme aucune constante arbiti-aire, ce 
qu'on peut toujours faire , puisque , s'il en existait , il n'y 
aurait qu'à leur attribuer des valeurs parliculièrcs. L'é- 
quation (n) admettra poiir solution 
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c désigtiaut une constante arbitraire. Considérant mainte- 
nant c comme une fonction de x, on aura 

'fy = J''^ + '^'^i > 

''"/ = y>d-c ■+- mdxtd'^'c -+-...+ cd'y,. 
En sabstituant dans l'équation (a), les termes multipliés 
par c disparaissent, et l'on a une équation linéaire de la 
forme 



et , en posant -j- = u , 

Soit u, une solution de cette -équation, sans constante 
arbitraire, c'u, en sera encore une, et l'on aura 

c = c'Ju,dx 4- c", d'où y = tfy, ■+■ c'x,fu,dx. 

On a donc une solution de l'équation (n), de la forme 

r = '^>y> + '^■j.) 

yt étant une fonction de x différente dejt . 

Donc, puisque cela peut s'appliquera toute équation 
linéaire, on aura une solution de l'équation (J) de la forme 

d'où 

c =: iifu,dx •+■ ëfojdx ■+- y, 

et, par suite, 

X ~ «fiff-dx + ^rju'dx + yy,, 
c'est-à-dire que l'équation (a) a tuie intégrale de ta forme 
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11 en sera doue de même de l'équation {b), tA ainsi de 
suite , jusqu'à ce que l'on ait pour y une expression ren- 
fermant m constantes arbitraires, et qui sera l'intégrale 
générale. 

AS. Le calcul précédent conduit encore à cette impor- 
tante proposition, que l'équation (ti)ne saurait avoir de 
solution singulière. Supposons, en elTet, qu'il y en ait une, 
et désignons-la par j'i, après qu'on aura remplacé par 
des valeurs particulières quelconques les constantes arbi- 
traires , si elle en renferme. Les raisonnements qui ont 
été faits dans le numéro précédent conduiront encore à 
une valeur de y de la forme 

qui sera nécessairement l'intégrale générale. Maîsj'i s'ob- 
tient en supposant nulles toutes les constantes excepté c, ; 
elle est donc une intégrale particulière , quelques valeurs 
qu'on y ait mises pour les constantes , et non une solution 
singulière, comme on l'avait supposé. D'où il suit que 
les équations renfermées dans la formule (à) ne peuvent 
jamais avoir de solutions singulières. 

46. Cas où l'on connaît une intégrale particulière de 
l'équation (i). — Lorsque l'on connaît une intégrale par- 
ticulière de l'équation (i), ou peut ramener la re- 
cherche de son int^rale générale A celle de l'intégrale 
générale de l' équation (a). 

Soit, en effet, u cette intégrale particulière; on posera 
j'^w+i!dansréqoaiion(j), et, en supprimant les termes 
qui se détruisent d'après l'hypothèse, ii restera 

cfjf daf^' dx 

et l'on est ramené, par conséquent , à la.recherche de l'in- 
tégrale générale de l'équation (a). 
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Soit pour premier exemple 
^ + A^^ + ----f-U^ = ''^ + **""'+-- •+/« + ?. 

Â,.->i U, a,...f <f étant constants. 
On posera 

y =««" + 6*»-i + . ..H-U + ft. 

On identifiera les deux membres après la substitution 
dans l'équation proposée, et il en résultera n + i équa- 
tions qui détermineront les n + t inconnues a, £,■■■! ^• 
On rentrera donc dans le cas où le second membre se- 
rait nul. 

Soit pour second exemple 

^ +* ^=r + ■■■ + ''Z = "«'■(''■'+/*) + **•'' ("■*+/')• 

on posera 

/ = acoi{nx + p) -\- ti\.a{nx + r). 
En substituant dans la proposée, le premier membre ne 
se composera que de termes dont les uns renfermeront 
cos (nx-{-p), les autres sin (nx-{-p) multipliés par des 
constantes. En égalant les coefficients de ces deux expres- 
sions dans les deux membres , on aura deux équations 
qm détermineront a , S. 

Cktnnaissant ainsi une intégrale particulière, on est 
ramené au cas où le second membre serait nul. On agi- 
rait d'une manière analogue si le second membre ren- 
fermait, en outre, des termes semblables dans lesquels les 
coefficients n et;» seraient changés. 

47, Autre méthode pour l'intégfotion de l'é<fuation 
linéaire complète. — M. Cauchy a donné une méthode 
pour trouver une intégrale particidière de l'équation 
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<juand 011 connaît une inlégrale <1« la saivante, 

W s= + ''Si='+ ■■ + "' = °' 

telle que pour x ^ a , on ait 

dz rf*-'e rf*-'a „, , 

quelle que soit la constante a , et l'on conçoit qu'oii pourra 
toujours trouver une valeur de z satisfaisant à ces con- 
ditions, si l'on connaît l'intégrale générale de l'équa- 
tion (3), qui renferme m constantes arbitraires. 

Soit, en effet, z ^f(a:, a) cette valeur de z. Posons 



r=J/(x.a)rf«=J^%rfa; 



nous en déduirons 



^ir- 



Mais, par hypothèse, y(« , a) est nul, quel que soit a ; donc 
^(x, x) = o, et l'on a seulement 



-n- 



On trouvera de même 



J, <!'' 
Substituant à ^ et à ses dérivées les valeurs ainsi oblc- 
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nues dans l'^uation (i), elle devient 



■r(s 



.+ Vt\da + ¥{x} = ¥(x) 



ce qui est une identité en vertu de l'équation (3). 

Connaissant ainsi une solution de l'équation (i), on 
aura son int^rale générale , en y ajoutant l'intégrale gé- 
rale de l'équation (2}. 

Formule relative aux intégrales d'ordres supérieurs. 

48. Si dans l'équation (i) tous les coefficients sont 
nuls, excepté le dernier, on a une équation de la forme 

w S = ^- 

V étant une fonction quelconque de x. En intégrant m 
fois de suite par rapport à x, on aurait la valeur sui- 
vante de j: 

X= f Vd>r=/dxfdx..:p/dx + c,:jf-'-h... + c^. 

Mais, an lieu de quadratures successives, on peut, au 
moyen d'une formule que nous allons faire connaître, 
exprimer y par une suite de quadratures simples, indé- 
pendanmient les unes des autres. 

On aura d'abord , en intégrant par parties , et en omet- 
tant les constantes, 

f'Vdx' = fdxpidx = xJWdx — fVxdx, 
f'Vdx' = — (x'/Vdx — :ixfVxdx +jyj^de). 

En continuant d'int^rer successivement , et opérant les 
réductions, on reconnaîtrait que les coefficients numé- 
riques suivent la même loi que ceux du développement 
2' M/. 5 
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de (a — />)", cl que l'on a 






rzFT) 



(;,-.)(„-^)...(„_^) 



'ar— '-'/V«»'(itqi.. 



Mais pour démontrer rigoureusement cette formule , sup- 
posons qu'elle soit vraie pour une certaine valeur n , et 
prouvons qu'elle sera encore vraie pour n -+- 1 , 

Or, en partant de la dernière formule , supposée exacte, 
on trouve, en int^rant par parties , 



/- 



^Jydx x'-fVxile 

it^/Yi'iir — ... 

I— i.2...f ■> ^ 1 

«/Vi-'i. 

■ I "(— ■) ) 

\fVx'(ùr. 



Or on a 

{■-■)■ = 
donc 



r.2...p 
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etla formule pi'écédente devient 



/"■ 



. a(a — i)...(n— p+i) 



af^ffSxF*'dx-:^ . 



::pfVjfdx 



La loi en question est donc vraie pour Tiadice n + i , si 
elle l'est pour l'indice n; et comme elle a ét^ i 



pour w = 2 , elle est démontrée pour toutes les valeurs 
entières de n. 

Ainsi la valeur générale de y, qui satisfait à l'équa- 
tion (2) , sera, en rétablissant les consuntes, 



.,(m-i) 






■r~'fVxPdx^i. . . 



±/V^ 



Équations linéaires à coefficients constants. 

49. La forme la plus générale de ces équations est la 
suivante : 

d'y . rf"~' r „ dr 

Si l'on suppose d'abord que le dernier terme V soit con- 
stant, on le fera disparaître en changeant^ en v -,!- — ; 
de sorte que l'équation qu'il suffit de considérer est 
d'X 1 d'*-^y dy 

d^ dx^"' 

5, 



(■) 



^ + Ur=o, 
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et si l'on peut en trouver m intégrales particulières, on 
formera Fintégrale générale en les multipliant chacune 
par uue constante arbitraire, et les ajoutant. Posons 
y = e", a étant indéterminé, et substituons dans l'équa- 
tion (i), il vient 

(2) n" ■+■ Art"-' + . . . + Ta + U = o. 

On aura donc m intégrales particulières en prenant 
successivement pour a les m racines de cette équation. 
Si on les désigne par o,, a,,..., a„, et parc,, c,,..., c„ des 
constantes arbitraires, l'int^rale générale de l'équa- 
tion (i) sera 

(3) j-=c,<r".' + c,c'''' + ...-+c«e'-'. 

50. 11 est facile de démontrer que cette équation donne 
bien l'intégrale générale de l'équation (1). 11 suffit, pour 
cela, de faire voir que pour une valeur particulière 
.r = a, on peut déterminer les constantes de manière que 

j, ;r '■••> - , -_| J soient égaux à des quantités arbitraires. 
On remarquera d'abord que ces constantes étant entière- 
ment indéterminées , on peut mettre^/ sous la forme 

(4) j =«,.".('-"1 +,,„•.'—") + . .. + ,.,•-(—), 

et l'on aura, pour déterminer c,, c,,..., c„, les équations 
suivantes dans lesquelles ^0,^^',,.., sont les valeurs de j' et 
de ses m — i , premières dérivées , pour x = ac: 



Des équations du premier degré de ce genre condu: 
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dts foiDiulee doni i! n'est peui-élre pas inutile de rappe- 
ler ici la démonstration. 

Multiplions la première équatioa par une iodétermi- 
née k , la seconde par k, etc., et la dernière par i , puis 
ajoutons -] es , nous aurons 

(* + X'<i,+*X+...+<-)c, + (*H-x'fl,-f-*"fl;+...}c,+... 
= */• + *>'. + *V. + ■ ■ ■ +j^r~'^i 

pour déterminer c,, nous égalerons à zéro les coeffi- 
cients de c,,...,c„, ce qui donnera, pour déterminer 
A, h\...,k^'"~^\ les équations en même nombre 

i 4 + *'<!, ■+- i'a', + . . . -f- a^-' = o , 
\i-hi'a,^-i''a', +.. .+ a'^' =;o. 



1 * -+- *'«„ -H i"al -I- . . . + «"-' = o. 

Les premiers membres de ces équations ne sont autre 
. cbosc que les valeurs que prend le polynôme k -f- Ka 
+ *:'V + ... + a"~' que nous désignerons par ç(a) dans 
lequel on remplace successivement a par toutes les racines 
de l'équation (a), excepté a, : le polynôme <f (a) aura donc 
pour racines ti), «t,..., a„, et il en résultera 



en représentant par F (a) le premier membre de l'équa- 
tion (3). De cette équation l'on déduit 

et l'on aurait de même 

,W = F'W, 

cl ainsi de suite ; de sorte que si l'équation (2) n'a pas de 
racines égales , les dénominateurs des inconnues (.-,, r,,..., 
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qui «ont F'(a,), F(ai), seront dilTérents de B^ro, et par 
conséquent on pourra satisfaire aux équations (5); ce 
qu'il fallait démontrer. Les équationi (4) ou (3) repré- 
sentent donc bien l'intégrale générale. ÂclieT<»is main- 
tenant ce qui se rapporte à la détenuinalion de ces incon- 
nues , par exemplç de c, -, sa valeur est 

_ X'j-.+ Fy.-H...4-j.t'-') 

11 ne reste donc qu'à connaitre les valeurs dok, k\...j ov 
elles résulteront de l'identité 

F fol 

Il suffira de développer le quotient fini de F (a) par a — a, , 
et les coefficients des différentes puissances de a seront 
h, ^,.... Les formules que l'on obtiendra ainsi convien- 
dront pour a,, atv P^i* la simple substitution de ces 
racines respective* à a, . 

61 . Nous 140US bornerons, sur ce point , à l'examen du 
cas général où les racines sont dififêrentes, et nous ne 
traiterous pas le cas particulier otj il y en aiuait d'égales. 

Si l'équation (3) a des racines imaginaires, la Tapeur (3) 
de_^ se présentera sous forme imaginaire; mais rien n'est 
plus facile que de lui donner une forme réelle. Soient 
a±.ë ^ — I deux racines imaginaires conjuguées de l'é- 
quation (2), les termes qui en proviendront dans la for- 
mule (3) seront de la forme 

ou 

ou encore 

c'"[a{cos6j: + ^ — I sinfi,!) + BiemHx — )/ — i tia^x)]- 
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Or, AelBéuiil des quaiitttés arbitraires, l'éelles ou ima- 
ginaires, OD peut les déterminer de manière qu'on ait 

A+ B = M, (A — B)s/~ = N, 

M ut JV étant des constantes arbitraires. Les deux termes 
que nous cousidérons dans l'équalion (3) seront donc rem- 
placés par 

e"(Mcose;B-l-Nsin&r), 

et la valeur de^ se présentera sous une forme réelle. 

52. Si l'équation (2) avait des racines égales, les termes 
correspondants de la formule (3) se confondraient en on 
seul, et l'on n'aurait plus l'ini^rale générale de l'équa- 
tion (i), puisqu'il n'y aurait plus m constantes arbitraires. 
Mais il est encore facile de trouver dans ce cas l'intégrale 
générale. 

Soient at et a, deux racines que l'on suppose ^ales. 
On peut altérer infiniment peu les coefficients de l'équa- 
tion (i), de telle sorte que l'équation (a) n'ait plus de ra- 
cines ^ales , et que, par conséquent , la formule (3) donne 
l'intégrale générale. Lorsque les coefficients tendront vers 
ceux de l'équation (1), cette intégrale tendra vers une 
limite qui satisfera nécessairement à l'équation proposée, 
et qui en sera l'intégrale générale , si elle renferme m con- 
stantes arbitraires. 

Soit a, -I- J la valeur de la racine qui tend à se réduire 
à a,. Les termes correspondants de la valeur de jaseront 



'(■ 



1 + Jr -f- — 
ou, en posant c + c = A , c'a = H^ 
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les consumes c et c' éuni arbitraires peuvent toujours 
être choisies de manière que B et A aient des valeurs 
finies quelconques, quelque peiît que soit 3. Donc, à me- 
sure que d tend vers zéro , la somme des termes que nous 
considérons tend vers la limite Ae'-'+Bjoe'''', et la for- 
mule (3) se change en celle-ci 

(6) j' = e'''{\ + Kr) + c,e'''^. . .-f-e,e'". 

Cette valeur dey est l'intégrale générale, puisqu'elle ren- 
ferme m consumes arbitraires. 

o3. Si trois racines étaient égales, on supposerait d'a- 
bord I équation modifiée de manière que deux racines 
seulement fussent égales, ce qui conduirait à la for- 
mule (6); on remplacerait B, par o, -|- J, et l'on aurait 

Or, A, B, c, étant arbitraires, on peut poser 

— = C, B + r,3 = B', A -h c, = A', 

1.2 

A', B', C éUnt de nouvelles consUntes arbitraires i et, 
faisant tendre i vers zéro , on aura pour l'intégrale gé- 
nérale 

j- = e'-' (A' + B'j + CV') + c, e".' + . . . + c„ g'-'. 

On continuerait de la même manière si l'on supposait 
une quatrième racine égale à a, , et l'on voit qu'en géné- 
ral, si n racines deviennent égales k a,, on aura pour l'in- 
tégrale générale 

(7) y = ='''(A' -H B'j; -H C'x» -H. . . -4- P'j--') 

51. On peut encore déterminer d'une autre manière 
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l'int^rale générale, lorsque n racines a„ Ht,..., a„ ont 
une même valeur a. Eu effet, on ne connaît plus alors 
immédiatement que m — ra +i intégrales particulières, 
et ce cas rentre, par conséquent, dans celui qui a été 
traité dans un des numéros précédents. 

Soit Ce"' le terme auquel se réduisent n termes de 
l'ëquadon (3) , et généralisons-le en considérant C comme 
fonction de x^ nous aurons 



Substituant dans l'équation (i), les termes qui renferment 
C disparaissent en vertu de l'équation (2) ; ceux qui ren- 
ferment -j' disparaissent, ainsi que les suivants, jusqu'à 
ceux ou entrent .j^ inclusivement, parce que la racine 

a annule les n — i premières dérivées de l'équation (a). 
Il reste donc une équation en C dans laquelle l'ordre le 
plus élevé est m, et le moins élevé est n. Son intégrale 
générale fournirait m constantes arbitraires, mais nous 
n'avons besoin que d'une valeur de C qui en renferme n, 
et c'est ce que nous aurons en posant 



dj^ ~ 



= A' 4- B'j: + ■ . . + P'J^-' 



ce qui conduit de nouveau à la formule (7). 

55. Si le dernier terme V était fonction de .r, on pour- 
rait commencer par le négliger, et l'on intégreiaîl l'équa- 
tion (i) comme nous venons de le faire; puis on considé- 
rerait les constantes comme des fonctions de :r, et l'on 
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obtiendrait la solution oomplète de l'équation proposée 
par le procédé indiqué précédemm^it. Nous ferons obser- 
ver Beulemeot que si qoelijueft-unes des racines a,,...,<i„ 
étaient imaginaires ou égales, il serait convenable d'em- 
ployer l'intégrale de l'équation (i) avec les modifications 
que nous avons indiquées dans ce cas. 

Cette équation peut aussi s'intégrer par la méthode de 
M. Cauchy, et nous la choisirons pour donner un exmn- 
ple de cette méthode. Soit 



-r^ + A -=— ff- 4- . . . -+- T -f H 
djf diT-' de 



Ur = F (x). 



En négligeant le second membre, l'intégrale générale sera 
de la forme 

«étant une consUnte choisie arbitrairement, et a,, at,..., 
a„ les racines, que nous supposerons toutes inhales, de 
l'équation 

a" 4- An—' + . . . + Ta + U = o. 

Il faut d'abord déterminer les constantes c,, c,,..., c^ par 
la condition que pour a? ^ iz on ait 



^ ' dx ' ■' <ir— 



f. = F(a); 
n est conduit ainsi aax m équations suivantes : 



Les équations se résoudront comme on l'a vu précédera- 
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méat, et, en posant 

a* 4- Aa--' + . . . + Ta + U =/(«), 
on trouvera 

, _ FM , „ 'W , _ fW 

"~7>J' ■/'(«.) ■"/"(". 

La valcor précédente de^ devient ainsi 



Il faut maintenant intégrer cette expression par rapport 
à a entre les limites o et x, puis y ajouter l'int^rale gé- 
nérale de l'équation 






-vr = 



laquelle est , en daignant par oc,, «!,...,«„ des coDstantes 
arbitraires , 

L'intégrale générale de l'étjnation proposée sera donc 
ë6. Les équaticHU linéaires de la forme suivante : 



+_!*— = o 
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s'iDlègrent généralement en posant _)' = (ax + é)^. On 

trouve, en substituant, 

«(a-i)...{«-m+i)a"+Aa{=i — i)...{a—«+2)fl— -»-... -hU=:o. 

Cette équaUou donne pour a, m valeurs a,, oc,,..., ci„\ct 
si l'on désigne par ci, c,,..., c^ des consumes arbitraires, 
l'intégrale générale sera 

r = c,[ax + b)''-^c,{ax-hb)''' + ...-i-c^{aj:-hbf": 

Le cas où l'équatioD en a aurait des racines imaginaires 
ou égales se traiterait comme dans les questiotis précé- 
dentes. 

37. Lorsque l'on connaît l'intégrale générale d'une 
équation quelconque de l'ordre m 

dx' djf) ' 

ou,enposantg=/,.-, ^=j'W, 

(1) f(a j.r'.r".-- ■./'"!) = 0, 

on peut former une équation linéaire de l'ordre m, à 
coefficients variables , dont l'intégrale générale sei'a expri- 
mable inunédiatement. 
Soit, en efiet, 

(2) j=3i.(i, n, i,...,/), 

l'int^rale de l'équation (i) renfermant m constantes 
a,b,...,l. Si l'on substitue cette valeur et celles que pren- 
nent par suite y',y°y etc., l'équation (i) deviendra iden- 
tique, quels que soient j', a, f,..., /. Si donc on la dif- 
férentie, après cela, par rapport à l'une des constantes , 
n par exemple, le résultat sera encore une identité en 



'. X> 
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x,a, &,..., /. O» trouvera aiDsî 

dy da dy aa ny da dy'^i da 

et cette équation sera identique en x^ a, 6,..., /, si l'on 
remet , au lieu Axty et de ses dérivées, tes valeurs données 
par l'équation (3). 

Posons maintenant —-^u, il s'ensuivra 
da ' 

dyi du dy" d'à dyf"'' d^a 

da dj: da dx' da dt^ 

puisque x et a sont indépendants. 
L'équation (3) devient alors 

(4J rfj- ""•" rf_y' ^ "•"■■■ ■*■ dyCi rfe- ~ **' 



Si main tenant on exprime tous les coefficients 



dy''"' dj-f" 



au moyen dejr,a, 6,...,/ d'après l'équation (a), on aura 
une équation linéaire de l'ordre m à coefficients variables 
dont on connaîtra une intégrale qui ne sera autre chose 
que — ■■ ' ■ '—'' ■■ '' ■-■ Si l'on avait différentié l'équation (i) 

par rapport à l'une quelconque des autres constantes 
fr,..., /, on serait arrivé à la même équation (4), dans 
laquelle u aurait représenté la dérivée partielle de 
9(x, a, £,..., /)par rapporta ces diverses constantes. On 
formera donc, de cette manière, m intégrales particu- 
lières de l'équation (4)) et, en les multipliant par des con- 
stantes arbitraires A,B,...,L, leur somme donnera l'in- 
tégrale générale de cette équaUon ; son expression sera 
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Si l'on ne connaissait qu'une intégrale particulière de 
l'équation (i)renfennant moins de m constantes, on en 
déduirait une intégrale particulière pour l'équation (4) 
avec un même nombre de constantes. 

On remarquera que si l'équation (i) était linéaire, 
réqaation(4) aurait les mêmes coefficienu, et même ne 
renfermerait pas fle terme indépendant de la fonction u; 
elle rentrerait donc dans la premi^^, et l'on ne parvien- 
drait à rien de nouveau. 

Transformations propres à abaisser l'ofxire des 
équations. 

58. Toute équation linéaire de l'ordre m 

f^ + A^^I^+ +PV-0 
peut s'abaisser à l'ordre m — i , en posant 

En effet, on aura 

dx dx' dx ' 

substituant dans la proposée , le facteur 0-' disparaîtra , 
et l'équation sara de l'ordre m — 1 en (; mais elle ne 
sera plue linéaire. 
Soit , par exemple , 

on obtiendra 

dt 

-r--l-r + A(-i-B = o. 

dx 

59. Considérons maintenant une équation où n'entrent 
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ni X ni j, mais seuiement deux dériv^fs consécutives 
d'ordre quelconque : 



On posera ^;^ = p,elil viendra F (p, -^) = o; d'où 
l'on tirera 

Jx=/(p)dp « x=f/(p)Jp+C = ,(p). 
Si l'on peut résoiulre cette équation par rapport à p, on 
connaîtra -^ — ; en fonction de x, et par une suite de qua- 
dratures on parviendra à avoiry en fonction de x et de n 
constantes arbitraires. Si l'on ne peut la résoudre, on ob- 
tiendra j en fonction de ^ delà manière suivante. 

L'équation .^ = p donne 

^ = fpd^ = Spf(p) dp + G; 

intégrant toujours par fdpt«>rt à *, el remplaçant dx par 
f{p) dp daa* lé setond liifflribre , Où pdr+iendra , par une 
suite de quadt^tutes, à j' t±: il» {p). 

Éliminant p entre cette équation etx = <f (p), on aura 
une équation entre y, x et n constantes arbitraires, qui 
sera l'intégrale générale de la proposée. 

60. Si par exemple on demandait la courbe dont le 
rayon de courbure est égal à une constante a , il faudrait 
intégrer l'équation 
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Il posant-^ =/*! 



dp ■ 



On pourrait résoudre cette équation par rapport à p, mais 
il sera plus simple d'exprimer jr eu fonction de p; on aura 

J(.+p.f 'l'+f 

Connaissant ainsi deux int^^alea premières de la propo- 
sée, il suffira d'éliminer p entre «lies pour obtenir l'inté- 
grale générale, qui sera 

{x~cr + {r-c.y = a\ 

équation d'un cercle ayant a pour rayon, et le centre au 
point arbitraire dont les coordonnées sont C , Ct ■ 

61 . Considérons encore le i;as où les ordres des deux 
dérivées auraient une dîûërence de deux unités 



^\ 



posant - f~ ^ = p, il Tient 



multipliant par -idp et intégrant, il Tient 
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d'où 

<lx = t{p)dp, X = ■\f(p), 

i^(p) renfermant deux constantes arbitraires. 

Si l'on peut résoudre cette équation par rapport à p, on 
connaîtra j^ par n — a quadratures, qui introduiront n — i 
nouvelles constantes arbitraires ; sinon , on obtiendra y 
en fonction de p, en intégrant n — 2 fois l'équation 

■ y - _j ^ p^ après avoir multiplié à chaque fois le premier 

membre par tfx^ cl le second par son égal <d (p) dp. L'ex- 
pression de y renfermera ainsi n ■ — 2 constantes arbi- 
traires, et l'élimination de p entre les deux équations qui 
donnent x et j conduira à une équation entre x, y et » 
constantes, qui sera l'intégrale générale de l'équation pro- 
posée. 

6â. En général , si l'on a 

rf,,fi:,..., ^\, 

\ dsf^ d3^} 

on abaissera l'ordre de n 1 
si l'on peut intégrer l'équation 

puis résoudre par rapport à ;r, ou à yu, on obtiendra l'é- 
quation en X et ^ par les mêmes moyens que dans les cas 
précédents. 

Mais si l'équation était de la forme 






on pourrait, par le changement de la variable indépen- 
a' édit. 6 
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dante, la réduire à la fonne 




K^-l 


■>r-> 


Cl l'abaisser cd posant — ^p. 




63. Si l'équation 




^(-.|' S- 





était homogène par rapport aux quantités^, -^> "TT'*"* 
on pourrait abaisser son ordre d'une unité. 

En effet, eu divisant par une puissance convenable 
dey y on lui donaera la forme 



/ 'Il ^ \ 



qui revient a poser 



. 11 en résultera 
d'y _ ldi_ 



dé=^[d^'-*-^'d 



y sera facteur dans toutes ces dérivées , et l'équaiion ci- 
dessus deviendra , par ces substitutions , une équation de 
l'ordre m — i entre x et (, 

64. Lorsqu'on donne l'équation d'une courbe, ren- 
fermant l'arc 5, et qu'on cherche celle qui aurait lieu 
entre x et/ seulement , il faut différenrïer l'équation don- 
née, remplacer ds par y'rt^' + 'ly*-, et éliminer ,( entre 
cette équation et la première^ on aura ainsi une équation 
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difféi-entieile entre x eiy seuleqient. Si l'équaiion donnée 
peut être résolue par rapport à s, il n'y a aucune élimi- 
nation à faire après la difTérentiation. 

Soit, par exemple, f' = o}', d'où l'on tire 



DifTérentiant, il vient 



on tire de là 



x = ;« r 






équation d'une cycloïde rapportée à f 

gendrée par un cercle dont le rayon est g- 

Si l'on donnait une équation de la forme 

on poserait 

'% = P, <t'où > = ¥(,>). 

On obtiendra par la différentiation 
d'où l'on tire 

dr=P^^'-^dM- 
^i+P' 

Si l'on peut effecttier ces deux quadratures, on obtiendia 
l'équation entre X et y, en éliminant f entre les deux 
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dquatiotis obtenues. Si l'une de ces deux équations peut 
être résolue par rapport à p, il est inutile de connaStre 
l'autie, puisque l'on aura la valeur — en fonction de x 

ou de^, et que , par conséquent, on aura l'équation finie 
entre xety par une simple quadrature . Soit par exempte 

dr 
,= «arctang-. 

La difFérentiation donne l'équation 

.„= ""■ „ 

(. +p-f 

vl, par suite, 

rf, = _"£*_. 
(. +;.')' 
Cette dernière s'intègre immédiatement , et donne 

j-»=-"(n-p'r% 

don 

et, en intégrant, 

C'est l'équation d'un cercle de rayon a, placé d'une ma- 
nière quelconque. Pour satisfaire à l'équation donnée, il 
faudra prendre pour origine des arcs l'un des points oii 
la tangente est parallèle à l'axe des x, afin que l'o'n ait 
* ^= o lorsque — = o. 
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Iiitégialion des équations homogènes par rapport 

à X, y, dx, df, d'y. 
65. Soit 

une équation de ce genre, et dont tes termes sont tous 
finis , ou infiniment petits du même ordre. 
Posons 

y ^ ux, tly ^ fdx, rf'jf =r - dx'. 

En faisant d'abord ces substitutions dans l'équation (■), 
jr et ses dilVérenti elles auront disparu , et tous ses termes 
seront homogènes par rapport à xetdx. En elTet, ils l'é- 
taient primitivement par rapport à x, (ir, j, tfy, d^y , et 
l'on a substitué à ces trois dernières quantités des expres- 
sions homogènes du premier ordre , par rapport à x et dx. 
Et comme tous les termes doivent être du même ordre in- 
finitésimal , dx disparatt nécessairement , et par suite x. 
Donc l'équation obtenue sera de la forme 

W /(.,,, ,) = 0, 

et donnera 

Or — peut s'exprimer de deux manières au moyen de u 

et p , car on a 

udr. ■+■ xdu = pdx, 
d'où 



■ ^' ^'' I"""*""^' — =1 — — - 
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équation différentielle du premier ordre , qui , intégrée , 
donnera 

c désignant une constante arbitraire. 

On connaîtra facilement x en fonction de u, puisque 
l'on aura 

d'où, en désignant par c une nouvelle constante arbi- 
traire , et par 1 X (" i l'intégrale du second membre , 



et l'on connaîtra ainsi l'intégrale générale de l'équation 
proposée. 

66. Lorsque le second membre de l'équation (3) est de 
la forme 

on remplace t'équatjon (3) par la suivante : 

' ~ t(/')' 
qui devient, en moltîpliant par-^t 

dy __ pdp 
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Ëirectuant l'iatégralion et désignant par c une constante 
arbitraire , on mettra y dotis la forme 

y =c^ (p). 

Si l'oB peut résoudre par rapport à p, on ramènera l'é- 
quation à la forme 

et l'on int^rera les deux membres ; sinon , l'on tirera des 
équations précédentes 



_pydp _ cp\{p)di 
t ip) f(p) 



^pd.v, 



et l'on éliminera p entre celte équation et ^ =; ciji (p). 

67. Nous trouverons une application de cette méthode 
dans le problème suivant : Détenniner la courbe dans 
laquelle le rayon de courbure est proportionnel à la 
normale. 

On obtient immédiatement l'équation dilFérentielle 

m étant le rapport du rayon de courbure à la normale. Le 
signe supérieur se rapporte au cas où le rayon de cour- 
bure est dans le sens de la normale, et le signe inférieur, 
au cas oii il est en sens contraire. 
Posant 

_f = (te, dy ::z pdi:, iff ^ - tlx^, 
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oD obtient 

I -h p' =^muq, 

et , par suite , 

da _ 



équation qui ae rentre pas daos celles qtie nous avous inté- 
grées. Mais, d'après la remarque faite dans le dernier nu- 
méro, on la remplacera par la suivante : 



roi 


déduit 


succcssiveuK 


mt 










= =F 


(' +/')' 


*- 

7 


^T; 


ai 




]f = 


==F 


"!(■ + 


f') = . 


!('+;')' 




J = 


= <■( 


^ 
'+/■') 


?/' 







V 



v4 



11 y a des valeurs particulières de m qui i-cndeut oette in- 
tégration possible, savoir m = 2, m = i. Examinons 
successivement ces deux cas. 
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Eu preuant te signe supérieur, on a 

équation d'une cycloïde dont la base est située sur l'asu 

des X, vX dont le cercle générateur a pour rayon -i dont 

la valeur est arbitraire. Et, en ellet, on sait que dans 
toute cycloïde aiusi placée, le rayon do courbiu'e est 
double de la normale. 

En prenant le signe inférieur, on a 



équation d'une parabole dont l'axe est perpendiculaire à 
ixe des x. 

La normale se rapportant à une droite donnée , que 
m a prise pour axe des X, si l'on changeait cet axe, il 
faudrait se rappeler que là normale doit être prolongée 
jusqu'à la droite donuée, et non jusqu'au nouvel axe 
es X. Mais on peut prendre l'origine en tel point que 
on voudra de eetto ligne, paf exemple rehii dont l'ali- 
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scîsse est c , ce qui revient à faire c' ^ o ; on a ainsi 

'■-' = î' 

et il est facile de vérifier que , quel que soit c , la parabole 
représentée par cette équation a son rayon de courbure 
double de la normale et dirigé en sens contraire, 

2". Soit /n =: 1 ; l'équation différentielle de la courbe 
sera 



dx = 



En prenant le signe supérieur, il vient 
d'où 



équation d'tm cercle quelconque ayant son centre sur 
l'axe des x. Et l'on voit, en effet, qu'alors le rayon de 
courbure sera toujours égal à la normale, et dirigé dans 
le même sens. Si l'on prend le signe inférieur, on trouve 




Remplaçant x — c par x, on obtient 
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qui se réduit à 



. = i(J+r^). 



c'est la courbe que l'on noDime chaînette : elle est 
symétrique par rapport à l'axe desj^, et son sommet est 
à la distance c de l'axe des x. Il est facile de vérifier que 
son rayon de courbure est ëgal à la normale et dirigé en 
sens contraire. 

Une des équations que nous venons de traiter peut être 
intégrée plus simplement par une considération particu- 
lière : c'est celle que l'on obtient en supposant m ^ i , et 
prenant le signe supérieur^ on a alors 

X^ + ~l+ i=o; 
dx' dx' 



aura , en intégrant , 

et, en intégrant de nouveau , 

équation qui ne difl%re pas de celle que nous avions déjà 
trouvée. 

EtiminatioH des variables entre tes éqiuUions différen- 
tielles simultanées. Intégration de ces équations. 

68. Considérons d'abord deux équations à trois va- 
riables x,y, z , et dans lesquelles on peut toujours sup- 
poser que les dérivées soient prises par rapport à la même 
variable indépendante , .r par exemple \ y et z sont des 
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fonctions de x qu'il s'agit de déterminer, et nous com- 
mencerons par y appliquer le développement eu séries. 

Ou peut toujours supposer que l'on tire de ces «équa- 
tions les valeurs des coefficients différentiels de l'oi-dre le 
plus élevé par rapport à y et z , s'ils entrent dans les deus 
équations. Il faut toutefois excepter le cas particulier où 
l'élimination de l'un ferait disparaître en même temps 
l'autre. Les deux équations peuvent donc , en général , 
être conçues sous la forme 



d-x^ 






si l'on prend arbitrairement les valeurs de y^---, .^,^ , ■• 
z,..., - — 1 dans lesquelles on fait x=o, elle» servi- 
ront à exprimer toutes les dérivées suivantes de y et z , 
pour la valeur a: ^o, et l'on pourra, par conséquent, 
développer )' cl z par la formule de Maclaurin. On voit 
que leurs expressions renfermeroiil m -+- u constantes 
arbitraires. Au lieu de la valeur particulière x^^ o, on 
pourrait en choisir une autre quelconque X g et employer 
la série de Taylor. 

Si l'élimination de -j-^ avait entraîné —, la seconde 

des équations précédentes serait d'un ordre inférieur à n. 
Ce cas est renfermé dans celui que nous allons traiter. 
69. Soit m l'ordre le plus élevé par rapport à y dans 

les deux équations. Ou tirera la valeur de ~~ de Tune 

des équations , et on la reportera dans l'autre , si cette dé- 
rivée s'y trouve; il u'y aura plus alors dans celle-ci que 
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valeur de la dérivet; la plus élevée en z , et l'on aura deux 
équations de la forme 



S = M 






dans lesquelles on a m > m, et n <; n oU n > n'. 

1°. Soit n<^n; prenons arbitrairement les valeurs de 
d-^'r d-'-z , , . 

^' ■ ■ ■ ' ' dx--' ' ^ ' ■ ■ ■ ' J-.--I P*^"^"" x^ o; toutes les déri- 
vées supérieures seront connues pour la même valeur 
jr ^ o , au moyen de celles-ci et des équations ( i) et (a) , 
de sorte qu'on pourra efïectuer le développement de v et z. 
Le nombre des constantes arbitraires qui y entreront est 
m ■+■ n, et dans le cas actuel , on a m + m' > m ■+- n. 

2". Soit n >■ «'; le développement de y exige toujours 

que l'on connaisse les valeurs de z,..., -r—ponrx ^o. 

Or, depuis l'ordre n, elles devront être tirées de l'équa- 
tion (2) et de ses dérivées jusqu'à l'ordre n en z; ce 
qui conduira à l'ordre m' -|-n — n en j'. Or, si l'on avait 

m' + n — n'>H(, l'équation (i) ferait connaître ^-^i au 

moyeu des dérivées d'ordres supérieurs à m, et celles-ci 
au moyen d'autres plus élevées; on ne pourrait donc 
effectuer le développement de j. On doit donc avoir 
/n -I- n' > m ■+- n pour que le calcul précédent puisse 
faire connaître y el z, et dans ce cas le nombre des con- 
stantes est encore le plus grand des deux uombres m + n' 
etm'-f-n. 

70. Si l'on avait eu /n' -f- » >- ni -f- «', on aurait au 
moins l'une des deux inégalités m''^m, n > n' ; soit par 
exemple in >■ ;/;. On tirerait des équations données les 
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valeurs de -^—r et -;— ; on aurait amsi 






^=/ (^*. r.---. ■^^' '>■■■, ^^j' 

et les développements seraient possibles, paire que les 
équations rentrent dans le cas précédent. Le nombre des 
constantes serait m'+n et serait encore le plus grand des 
deux nombres m' + n et m + n'. 

^i. Supposons maintenant un nombre quelconque 
d'équations simultanées , qui doivent déterminer, en fonc- 
tion de :c, les variables j^, z , u,,... Mous considérerons 
seulement le cas où l'on peut les concevoir résolues par 
rapport aux coefficients différentiels des ordres respective- 
ment les plusélevéspar rapport à j', z, u,..., savoir 
d "y d'z dfa 
fur- ' Sï*' dxf^"" 
Il est clair qu'au moyen des équations données, qu'on 
différentiera indëBniment , il sera suffisant et nécessaire 
de connaître les valeurs que prennent y, z, '(,■■■) 6t 
leurs dérivées jusqu'aux ordres m — i, n — i,p — i,.--) 
inclusivement, et dans lesquelles on fera x^o, pour 
pouvoir effectuer le développement de chaque variable 
par la formule de Maclaurin. Ces constantes sont entiè- 
rement arbitraires , et leur nombre est 

m -i- a + p + 

72. Laissant de c6té maintenant les développemena 
en séries , nous allons chercher à éliminer toutes les fonc- 
tions, excepté une, et raïnener ainsi la question à l'inté- 
gration d'une seule équation différentielle. 
■ Proposons-nous d'abord d'éliminer^ entre deux équa- 
tions dans lesquelles le coefficient différentiel de l'ordre le 
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I „ , , d-'r . d'z 

plus elcvé par rapport ky est -j^ ei, par rapport a j;, -j— ■ 

Supposons, en premier lieu, que ces deux expressions 
entrent dans cliaque équatiou, combina d'une manière 
quelconque avec les coefficients différentiels des ordres 
inférieurs, ainsi que^, zetj:. Soient ces équations 



A'.r.%'-''B.- 



S) = " 



rf^' 



Si l'on différentie ces deux équations un même nombre 
de fois quelconque , on introduira autant de nouvelles dé- 
rivées de y d'ordre supérieur à m , et un nombre double 
d'équations; de sorte que, si l'on effectue ainsi m diffé- 
rentiations , ou aura int + 3 équations renfermant y et 
ses im premières dérivées, et l'on pourra en éliminer 
toutes ces quantités par les règles ordinaires de l' algèbre- 
Leur système sera ramené à une équation de l'ordre jn-^n 
entre z et x, d'où l'on pourra tirer la valeur de z en fonc- 
tion àe X ei Âam-^-n constantes arbitraires , et à 2m+ 1 
équations dans lesquelles on substituera à 2 et à ses dé- 
rivées leurs valeurs, actuellement connues, et elles ne 
renfermeront plus que y et ses 3/n premières dérivées. 
Eliminant ces dernières, il restera ime équation entre^ 
et X et les m + R constantes arbitraires qui se trouvaient 
dans X. 

Ainsi , en général, les fonctions y et z renfermeront 
les mêmes constantes arbitraires^ en nombre égal à la 
somme des nombres qui désignent l'ordre le plus élevé 
des équations par rapport à y et z respectivement. 

On agirait d'une manière analogue et l'on arriverait à 
des conséquences semblables , pour im nombre quelcon- 
que de fonctions , avec un nombre ^al d'équations. 
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73. Mais il peut arriver que les coefficients diâérentiels 
de l'ordre le plus élevé n'entrent pas k la fois dans les 
deux équations. 

Supposons que les coeflBcicnU différentiels de l'ordre 
le plus élevé soient, dans la première, 
d'x d'x 
dx- ' Â"' 
et , dans la seconde , 

d-^y d'z 
dx"' ' dj^'' 

Oiidifférentiera m' fois la première équation, et m fois 
la seconde. On aura alors m + m' -f- a équations renfer- 
mant^ oi SCS dérivées jusqu'à l'ordre m + m. On pourra 
donc éliminer toutes ces quantités, et il restera une équa- 
tion entre ^ et X, dont l'ordre sera le plus grand des 
deux nombres m + «', et m' + n; et cet ordre est égal 
au nombre des constantes qui entreront dans la valeur 
de z. Substituant à z et à ses dérivées leurs valeurs con- 
nues, dans les m+n^ -^ i équations, on en pourra éli- 
miner les m + m' dérivées dey, et il restera une équation 
entre j>', x, et les constantes qui entrent dans z. 

74, Considérons, en particulier, le cas de m équations 
où toutes les dérivées sont du premier ordre, et peuvent 
en être déduites sans que l'on rencontre aucune incom- 
patibilité ou indétermination ; on aura alors 



dx 



F(*, J-,^ 



= /{*■ y. 



.,"), 



et, d'après ce qui précède, les constantes arbitra 
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ront les valeurs dv y, z,..., u correspondantes àx =.ri,. 
Si l'on différentie la première ni — 1 fois et qu'on substi- 
tue à chaque fois auK dérivées du premier ordre qui s'in- 
troduisent, leurs valeurs tirées des équations données, 
on obtiendra ainsi : 





:F( 


"^.r. 





"). 


3Ï^ = 


:F, 


{.',y, 


...... 


., «). 


dif 


:F„ 


-.(«■, 


r. «. 


...,,): 


qu'à 


olii 


ninei 


■ le. 


variable. 



et il n'y a plus qu'à éliminer les vai-iables 2,..., «qui 
sont au nombre de ni — i . Il en résulteia une équation 
de l'ordre m eu /, qui donnera la valeui- de cette variable 
en fonction de x et de m constantes arbitraires. Substi- 
tuant cette valeur dans les m — i équations qui , con- 
jointement avec l'équation lînaie, remplacent le système 
donné, on en déduira z^...',u en fonction de .r et des 
mêmes constantes arbitraires. 

Remarque. — Si les intéiçrales de ces équations sont 
mises sous la forme 

if(x,y,z,...,u)=-c, ^,.,x,y, I,..., u) = c,,.... 

qu'on les di fl'érentic , et qu'on remplace ^, ■ ■■■•'-=- par 

leurs valeurs en X,/, s,..., it, les équations qu'on obtien- 
dra entre ces variables seront des identités; car toute 
équation déduite des intégrales et des données doit ètie 
satisfaite par des valeurs arbitraires )'o, So,..., (la, corres- 
indantes à un jr arbitraire jr,. 



poi 

On a donc, quelsquesoient jr, >-, z,..., 

. dx ^ dy ^ d-J^^ ^^ du^ 
et ain.si des autres. 

2' éilit.. 
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75. Ou peul l'amener à ce dernier cas celui daos le- 
quel on suppose que l'on puisse exprimer les dérivées 

d^y d'i dPu 
ï/jH" ' 5ï"' ^?' " 

au moyen de celles d'ordre inférieur. 
En elTet, si l'on pose 



les équations proposées donneront les valeurs de 

rfr(»-0 .fe<"~') ^/«(^') 

en fonction de x, y, y',,..,j''"'~'', z, z',..., z'""'', a, 
u,..,, u' ''"''. En les joignant aux équations précédentes, 
on aura un système composé de ni-\-n-\~p-^-... équa- 
tions du premier ordre que l'on intégrera comme dans le 
cas précédent. 

78. Nous avons supposé précédemment que les équa- 
tions données du premierordre pouvaient être résolues par 
rapport à toutes les dérivées , qui se trouvaient alors expri- 
mées en fonction des variables elles-mêmes ; mais il pour- 
rait en arriver autrement sans que les équations fussent 
incompatibles. 

Si l'on conçoit que l'élimination des dérivées se fasse, 
par exemple , en tirant de l'une des m é<{uations la valeur 



-^■^ 



; puis 
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tirant — d'une de ces dernières, et la reportant dans les 

m — a autres, et ainsi de suite, on parviendra, engéné- 
. rai, à exprimer la dernière dériva au moywi de ^,^,x,,.. 
et, par suite, toutes les autres. Maïs si l'une de ces substi- 
tutions faisait disparaître , dans toutes les équatînts où on 
la fait, n dérivées en outre de celles que l'on substitue, 
on aurait un système d'équations dont le nombre surpas- 
serait de n celui des dérivas et l'élimination de dJIes-ci, 
en supposant qu'il ne se rencontre pas de nouveUes va- 
riables, conduirait à n équations entre les variables 
menue X, y, z,,.. sans constantes arbitraires. On pourrait 
en tirer les valeurs des x variables dont les dérivées ont 
disparu, et il resterait m — n équations diiférentielles 
résolues par rapport aux dérivées. Les intégrales du sys- 
tème proposé ne renfermeraient alors que m-^n con- 
stantes aÂitraires. 

Soient pour exempk les trois équatitais 

ffy dz • du 

dy dz du 

''^~~^d^'*~^di~'' 

djr dz du 

dx dx dx 

I. 'élimination de -j- conduit aux deux équations 

du 



entre ces deux équations, il ea résultera une autre entre 
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jj- ' 4- î' — xr^ + xz — xy — x^ ^ o. 

Ou en |>ourra tirer z en x cl y, el l'on ooniiaitra — 

>t ~r m fonction de j- <'t i, Ou rentre ainsi dans le cas 

primitivemeni traité, et l'on obtiendra les valeurs de h 
et y, et , par suite, de z , en fonction de x et de deux cou - 
stantes arbitraires. 

Eqnnlioiis linétiivs sintiitfanées. 

11. Si ces équations sont toutes du premier ordre, on 
a un ras particulier de la dernière question; c'est celui 
où les fonctions F, f,..., f sont linéaires par rapport à 
Y, z,..., Il, et renfcrmen t x d'une manière quelconque ; 
et il est facile de voirqu'alors l'équation finale en / est 
linéaire. 

Quant à la détermination des autres inconnues, il est 
important d'observer que, l'élimination ayant lieu entre 
des équations du premier degré en z,..., u, lorsqu'on 
connaîtra y, on tirera les valeurs de ces inconnues, de 
celles que l'on voudra des équations (i) elles-mêmes; car 
ces équ^ons doivent être satisfaites, et de plus nedonne- 
i-ont qu'une seule valeur pour chaque inconnue. 

Si ces équations ne sont pas du premier ordre , on peut 
les traiter par les méthodes indiquées précédemment. On 
peut aussi les ramener à des équations du premier ordre , 
en posant, comme nous l'avons déjà fait, 

rfjr""-^' dx ~^ '"■■' dx ~-^ 
et de même pour les variables z,..-j w. 
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On aura ainsi un plus grand nombre d'équations ; mais 
il y CD aura toujours uu nombre inférieur d'une unité au 
nombre total des variables , et elles seront linéaires et du 
pi-etnier ordre par rapport à toutes les variables. 

Si par exeo^le on avait les deux équations 

iÇi+,p + C^ + Bp + Kr + r, + H=o, 
lur itx- dx rix 



«Iles seraient remplacées par le système suivant 



dx 



i + cy + DV 



Ej- 


H- F. + H = o. 


K> 


+ r 


! + ll'=0. 


,iy 


./z' 


en fonction li 



Les deux dernières doiiueronl -j- ^ -j- ' 

néaire dey', z',y, s; cl, en opérant comme nous l'avons 
indiqué, nous aurons quatre équations de la forme sui- 
vante : 



^ =«/'+'" 


' -+■ Pj -H Qî -f- R, 


ë=»''-'-^"' 


' -H P'r -+- Q'î 4- R', 


l!:r:=M"r'-f-H"^ 


,'+P'>-hQ", + r". 



On éliminera s, z, ^' entre ces quatre éqUi 
l'on aura une équation linéaire du quatrième ordre en y- 
Quand elle sera intégrée, on substituera la valeur de > 
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dans ti'Ots dva premières, et l'on en tirera la valeur de z 
qui renfermera les quatre coostsntes qui entrent déjà 
dansy. Si l'on avait suivi l'autre marche, on aurait diffé- 
rentté deux fois cttactme des équations données, et l'on 
aurait eu six équations entre lesquelles on aurait éli- 
minez, -;-vj-7— ■ On aurait ensuite substiiaé à vsa va- 

leur en fcmction de x et de quatre constantes arbitraires , 
dans les cinq équations conjointes; et l'on en aurait tiré 
la valeur de x en fonction de x et des mêmes constantes 
arbitraii-es. 



■ E(funtiotis linéaires simultanées du premier ordre. 

78, Ces équations .peuvent ôtre résolues par rapport 
aux dénvéesdes m variables y, z,..., u; et nous suppose- 
rons d'abord que les coefficients de ces variables soient des 
constantes données , mais que les termes qui en sont in- 
dépenJants puissent être des fonctions qudconques àex. 
Nous aurons des équations de la forme suivante ; 

-+A,7 + 8,1+... + P." =X„ 



+ A,j + B„z + . . .+ P„u = X„. 

On pourrait les traiter par Ic^â inélHodes précédentes , et 
l'on parviendrait à une équation linéaire de l'ordre m à 
coefficients constants. Mais il est plus simple d'employer 
le procédé suivant : 

Multipliant ces équations, à partir de la âecondc, par 
Irs indéterminées â], 0;,..., â„_,, pais les ajoutant, nou^ 
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aurons 








-' + (A. + *,0,+- 


.+ a.(i._Oj 


1 1 


+ (B. -t- B,e, -*-. 


..+ B.«„,)- 




+(P, +P,e. +- 


..+ p.».-,l» 


! 


= x, +x,«, +. 


..+ X.».-,. 



Or celle équation oe renfermerait plus que la seule va- 
riable jk + ^1^ + ■-■ + â.-i") si les rapports des coeffi- 
cients de z,..., u au coefficient dey, étaient respective- 
ment d|, ôi,--,, 6„_,; et ces c<mditioD3 détei'mineront , 
comme on va le voir, les valeurs de 6i,.,., 6„,_,. Si l'on 
désigne par — a le coefficient indéterminé dey, on sera 
ronduit aux m équations 

|A, + A^, + . . .-t- A_9__, z=~a, 

\b. + b^, -H...-(-B.e._, = — «e, , 



(3) 



- P,S, -H . . - + P«9«_i = — a*--.. 



Ces équations détermineront les m inconnues a, 
6i , . ■ ■ , 9*-i , et si l'on désigne par X la fonction connue 

X. + x,e, +...+ x»fl._,, 
l'équation (a) deviendra , en faisant j -f- 9,z -|- . . . 



(4) S -'" = ''• 

équation linéaire que l'on sait intégrer. Mais occupons- 
nous d'abord de la résolution des équations (3). 

En laissant de côté la première, ou a m — i équations 
du premier degré, qui détermineront d,, S,,..., d„_i en 
fonction de a ; les reportant dans la première , on n'aura 
plus que l'inconnue a , et îl est facile de voir que l'équa- 
tion sera du d^ré m. F,n elï'ci , si Ton réunit les coeffi- 
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cients des mêmes inconnues dans les m — i équations, 
d'où l'on tire 61 , . . . ,9™_, , on observera que a entre au pre- 
mier degré dans le coefficient de ô, dans la première, de 6t 
dans la seconde, etc., enfin de 9,„_, dans la dernière, et 
que, déplus, il n'entre dans aucun autre. Donc le déno- 
minateur commun des valeurs de ces inconnues renfer- 
mera a au degré m — I, elle numérateur, au degré m — 2 
seulement. Quand on fera la substitution dans la pre- 
mière et qu'on chassera le dénominateur, on aura évi- 
demment une équation du degré m en a. 
Actuellement, l'équation (4) donne 

^ = e" iO +f\^-"dx) = j- -+- a,î + . . . + e«_. a. 

Si l'on met successivement dans celte équation les m va- 
leurs de a, on aura à cbaque fois des valeurs différentes 
pour S, , . . .,0„_, , et l'on pourra prendre pour la constanteC 
(les valeurs différentes arbitraires, puisque toutes ces 
équations subsistent indépendamment les unes des autres. 
On aura donc ainsi m équations du premier degré entre 
X et les m variables _y, z,...,u. Les valeurs de ces variables 
en fonction de x renfermeront m constantes arbitraires , 
et seront de la forme 

U = «,e"''(C, -H/Xe-".--*»^) +a,c''''(G,+/Xe-''''rfj-)+..., 

Les valeurs des constantes se détermineront très-facile- 
ment si pour une certaine valeur x, de x on connaît les 
valeurs/,, z„,..., Mo des fonctions j, r,..., h. En effet, 
on prendra, jiourplus de simplicité, toutes les intégrales 
:\ partir de Xf, ; ot si , dans la valeur de l' trouvée ci-dossiis, 
on fait x = .TV,nn aura 

cc"-^. =7, 4- e,i. + . . . -H e„__, «„, 
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ce qui détermine la constante C relative à une quelconque 
des valeurs de a, Bi,.... On connaîtra donc ainsi les m 
consumes C,, Ct,..., C„. 

Si les seconds membres des équations (i) étaient nuls , 
on aurait seulement 

X = Ca.e"'-' + C,a,c"'' +. - . 
3 = ce, «"''+.. . 



Si l'on suppose toutes les constantes nulles, excepté 
une, on aura des solutions de )a forme 

X = CaïC""', ï =: Ce,c"''. 

Les rapports des variables sont constants, quel que 
soil C , et les valeurs générales sont formées des sommes 
de ces solutions particulières correspondantes aux divers 
exposants aj,..., a„. 

79. Soient pour exemple les deux équations 

(a) ^-f-Ar + Bî = o, ^+A,j + B,; = o. * 

Multipliant la seconde par $, et l'ajoutant à la première, 
il vient 

l(£+^) + (A + lA,)j+(B + «B,)z = o. 
Posons 

(6) j4- es= ", A +flA. =.— « , B + SB, =:: — «e, 
l'éqoation précédente deviendra 

et 6 sera déterminé par l'équation 
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{*) A.B' + (A — B,) 9 — B = o. 

Soient d,,dt les deux racines de cette équaiton; f,, Vt 
les valeurs correspondantes de v; a,, ai celles de x ; ou 
aura 

jr+«,i = „,, j + 0,» = p,, 

d'où l'oo tirera 

'■ ' a a ' ^ n " fl 



Or l'équation (y) donne f ^ Ce" ; et si l'on désigne pai' 
C,, C| les valeurs de la constante C correspondantes à 
$,, d], les équations (f) deviendront 



Si les raiciiies de l'équation (iJ) étaient îmaginaii'e&, les 
valeurs de^ et z se présenteraient sous une forme imagi- 
naire , et on leur doimerait la forme réelle par les trans- 
formations ordinaires. Mais si ces racines étaient égales, 
les dénominateurs dey et z deviendraient nuls ; alors les 
formules (^ seraient absurdes , à moins qu'on ne suppo- 
sât, comme on peut le faire, que les constantes Ct, C, 
devinssent égales en même temps que 6t, 9i , et ces for- 
mules donneraient les valeurs de jK et z sous ta forme -• 

Pour déduire des équations (J) les valeurs relatives à ce 
cas particulier, on pourra supposer que les coefiîcienis 
des équations (a) ou seulement l'un d'eux choisi à vo- 
lonté, soient modifiés de manière que les valeurs de 9 ne 
soient plus égales , et qu'on fasse tendre ensuite ces coeffi- 
cients vers les valeurs données. Il suffira de trouver les 
limites des valeurs de r et z, avec deux constanles arbi- 
Iraircs, pour avoir la solution rhcrcViée. On pourrait " 
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suivre pour cela la même marche qui a été suivie précë- 
demment dans uu cas semblable ; mais il est possible d'a- 
bréger le calcul par les considérations suivantes , qui sont 
applicables dans d'autres circonstances. 

On remarquera d'abord que les deux ternies des frac- 
tions qui représentent^ et s peuvent être regardés comme 
des fonctions ia la variable 6^ qui tend vers la limite Oi : 
car a dépend de 6, par la seconde des équations (€), et la 
constante d tendant vers C, peut être considérée comme 
une fonction arbitraire de d,, ayant pour limite Cf On 
pourra donc traiter les formules (^) d'après les règles ordi- 
naires relatives aux fractions qui se réduisent h - pour 

une valeur particulière d'une lettre qu'elles renferment, 

Différentiant donc par rapport à d, les deux termes dos 
fractions qui représentent jr et z, on aura pour la pre- 
mière 

rfB, rfO, 

et pour la seconde , 

et l'on aura les limites de ^ et z , en faisant dans et- s 
expressions d^ ^ 9, , a* = a, , C* = Ct , et observant qac 

— sera une constante entièrement arbitraireC, puisque Ci 

est une fonction arbitraire de 6j. Quatit à — ' , on en déter- 
minera la valeur au moyen de la seconde équation (6J, 
dans laquelle on considérera A et A, constants, et qui 
donne 
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On trouvera ainsi , pour le cas des racines égales , 

i = {C — C,A,x) e"'^ j = (C, ~ 8,C + e,C.A,j:) e"'-". 

80. Si, dans les équations (i), les coefficients A,, 
A,,..., P,, P,,... étaient fonction de X, la méthode em- 
ployée devrait nécessairement être modifiée , parce que 

T- + ffi -;- + ... + 9„_i -=- ne serait plus la dérivée de 

lie ■ e/x ' dx ^ 

r -t- ô, z+.,.+ 6„_iH, vu que les t'acleiu^ 61,..., 6«_i ne 
pourraient plus êtreconsUnts. Néanmoins on commen- 
cerait de la même manière, et l'on poserait 



d'où l'on tirerait 



tlx 



L'équation précédente servirait à éliminer j' de l'équation 
obtenue en ajoutant les m équations ; on égalerait ensuite 
H zéro les coefficients des m— i variables z,..., u, dans . 
' cette équation; il en résulterait d'abord m — i équations 
non linéaires du premier ordre entre les m — I variables 
t^t,'--) ^i»-i! *^*- *=" outre une équation du premier ordre 
enf, que l'on traiteraitaprèsla détermination de 6,,..., 6^. 
Pour donner un exemple de ce procédé , soient les deux 
équations 

(«) g + Aj- + Bî = X, ^ + A,/ ^- B,z :r^ X, ; 

multipliant la seconde par S, et l'ajoulaiil à la première, 
il vient 

(/,) ~ + S^ + (A H- DA,),i- H ■ (B -i' BB,) : = X H- flX,. 



jbïGoogIc 



Posons 



•Ij: 



r^quatioii (&) devient alors 

J^-îfJ+A.fl'-HfA— B,)fl~B|4-(A+9A,>. = X + 9X,. 

Si l'on égale à zéro le rocflicient de z , oii aura , au lieu de 
celle équation, les deux suivantes : 

!^ + A,S' -4- (A — B,) 9 — B = o. 
/ 
_ 4.(A + eA,)«= X + ex,. 

On commencera par cherchera intégrer la première, c|ui 
ne renferme qucfiet x; et si l'on peut y parvenir, la se- 
conde donnera c sans difficulté. On déterminera ensuite 
>' et z en prenant deux valeurs de correspondantes à 
deux valeui's de la constante qu'elle renferme. 

Si les coefficients sont constants, on peut satisfaire à la 
première des équations (e) en posant 

A,e' + (A — B,} s — B = o, 
ce qui donnerait pour & deux valeurs; on en trouverait, 
par suite, deux pour u, et l'on en déduirait^ et z. On 
pourrait aussi intégrer généralement l'équation en $, et 
prendre deux valeurs de cette fonction de x correspon- 
dantes à deux valeurs de la constante, comme dans le cas 
où les coefficients étaient fonctions de x. 

Ce dernier procédé sera appliqué avec avantag(^ au ras 
oti les deux racines de l'équation 

A,e' 4-(A — B,)9 — B = i. 
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êUDt égales, les formules données par le premier de- 
viennent illusoires. Dans ce cas, on a, en désignant par x 
cette valeur de 9, 



l + A,.-., = . 



d'où 



c étant une constante arbitraire. En donnant à c les deux 
valeurs o et oo , qui sont ici les plus «ommodes, on 

trouve pour 6 les deux valeurs a et « + - — qui , substi- 
tuées dans la seconde équation (c), donneront deux va- 
leurs de y, d'où l'on tireray et z. 

8i . Autre méthotfe dans le cas des coefficients con- 
stants. — Lorsque les derniers termes Xi,...,X„ des équa- 
tions (i) manquent, on remarque d'abord que la somme 
de plusieurs systèmes de valeurs de^,,.,, «, qui satisfont 
#éparéinent à ces équations, y satisfait aussi, et que, par 
conséquent, il suffit de trouver m systèmes renfermant 
chacun une constante arbitraire. 

Pour cela on établira des rapports déterminés arbi- 
traires entre 1rs variables, en posant 



d' 


»ù 


résulteront les À{uatiotis suivantes : 








g + r(».H-B,. 


-f-. . 


.--HP,(.) = 


O. 






4 + ^(A,+ B.. 


+. 


..-HP4') = 


0, 




r-l+rii^. + ii^ 


-H. 


.. + P™^)- 


:0 



Pour que ces équations s'accoi-dent , on aura les n 
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A, +B,« +... + P;ft =a(A, +B,«+... + P,p), 

A„ + p„« + . . . + P.^ = fj (A, + B,a + . . . + P.,i] , 
ou, en întroduisaDt une nouvelle inconnue — a qui re- 
présente le facteur commun à tous les seconds membres, 

iAi -|-B,a +...-+- P.fi = — a, 
A,+B^+...4-P,p=-„a, 
A„-(-B^+.. 4- P„f* r= — rtf*. 

Si des m — i dernières on tire les valeurs de a, ë,...,p, 
on reconnaiira, comme dans le cas précédent, que l'é- 
quation en a est du m'*"" degré , et il serait facile de prou- 
ver l'identité de ces deus équations en o, d'après la forme 
des équations (3) et (6). 

Pour chaque valeur de a on aura un système de valeurs 
de x, S,..., (X, et il ne s'agit plus que de connaitrey, qui 
sera donné par l'équation 



d'où _y = Ce*", C étant arbitraire ; on aura donc une so- 
lution des équations proposées, en prenant 

On aura m systèmes semblables , en prenant pour a ses m 
valeurs; ils renfermeront cLucuq une constante arbi- 
traire, et, en les ajoutant, on aura la solution générale de 
la question , exprimée par les formules suivantes : 

iX = Ct"'' -I- Ce"'' -h ... -h C^e"'"^', 
■z = C,a, e"'' ■+■ C,a, e"'^ -H ... -H C„a. t^-'. 
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Si plusieurs des racines a,, a,,..., a„ Jeveuaient ^ales. 
on agirait comme oti l'a déjà fait eu pareille circonstance, 
l't les valeurs àe y, z,...,u eontieiidraîeut toujours m 
ronstaotes arbitraires. 

8S. 11 est facile de passer de ce cas à celui des équa- 
tions (i); il suffit, pour cela, de substituer aux constantes 
C|,C,,...:C« des fonctions de r, comme nous l'avons 
déjà fait dans une circonstance analogue. 

Différeniiant les équations (7) et repoi-tant les valeurs 

de ■—■<■■ i-T- dans les équations (i), il ue restera que les 
termes aireclés desdillerentielles de C,,..,, 0., et |ps se- 
conds membres X,,,..,X„,, 
On aura aiaii 



On tirera de là les valeurs de —')■■■> — -^ en fonction 

dex;et, en les intégrant, on connaîtra C,,...,C„. Si on les 
substitue dans les équations (7), ou aura les solutions gé- 
nérales des équations (1), renferniaiu les m constantes 
qui proviennent des quadratures relatives à C,,..., C^. 

83. On peut appliquer à plusieurs équations simulta- 
nées une remarque qui a été faite précédemment dans le 
cas d'une seule équation différentielle. 

Soient par exemple les deux équations du premier 
ordre 
(1} F(.r,7, z, j', ï')= o, n^,y, h y', =') = 0, 
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Admettons qu'on connaisse Ivs intégrales générales de 
ces deux équations , et représentons-les par 

(=) y = j{x,a,b}, z=^{x,a,b), 

aelb éunt deux consuntes arbitraires. 

Les équations (i) deviendraient identiques enx,a, b, 
si l'on y sobstituait les expressions (2). Si nous les diffé- 
rentions par rapport à a daus cette supposition , nous au- 
rons des résultats identiquement nuls; d'où résolteront 
les équations 

dF dzf 





dV dr d¥ dt dV dy' 




dy da '^ dt da'^ dy' da 




df dy df dz df dy' 
dy da dz dd dy'da 


ou 


dy dz 
ei.postm^ = u, - = v, 


p) 


\dy dz dy' dx 
^"■^dz'^d^' dx'* 



dFdv^_^ 

d^ dx~'^' 

df 
•Ty — 

on ait remis pour y, ^^y'^ z' leurs valeurs en x, a, &, on 
aura deux équations linéaires en u, c, à coefficients fonc- 
tions de X, qui seront satisfaites quand on y mettra pour 

« et i" les fonction» ^) ^■ 

On verrait semblablemeiit que tes équations (3) admet- 
tent pour solution -^) ^r- 

Donc, si l'on désigne par A et ]3 deux constantes 
arbitraires, les intégrales générales de» équations (3) 
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"4 

soroiit 



• - *3;"^ "rfê' 

Si l'ou u' avait donné que des valeurs de ^ et 2 avec une 
eeule constante a , on n'aurait pu avoir qu'une intégrale 
particulière du système (3). 

Ou voit ainsi <jue , lorsqu'on conn^tra les intégrales 
générales d'équations simultanées de forme et d'ordre 
quelconques, on pourra former un système d'équations 
linéaires simultanées, respectivement de même ordre, à 
coefficient variable et dont les int^rales générales se dé- 
duiront des premières par de simples différentiations. 

Intégration par séries. 

84. Nous avons déjà vu comment on pouvait, au 
moyen des théorèmes de Taylor et Maclaurin, déve- 
lopper en série l'int^rale d'une équation différentielle 
d'un ordre quelconque. On y parvient encore au moyen 
des coefficients iiidétermin(!s. Nous allons donner quel- 
ques exemples de l'une et de l'autre méthode. 

Considérons d'abord l'équation 

f) 'ië + '% + ""'='>- 

on trouve, en la difrérenliant, 
el'r „ d'y dr 

djê' dx' lir ' . . 

d'y .d'x ^d'ï 



^ + 4'^ + -^4-.«^ = 
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Faisant xz=o dans toutes ces équations , on a 
et, en général, si m est impair, 



et s il est pair, 



d3f ~ 



d'y 



suivant qu'il est ou non divisible par 4. 
On tire de là 





— y- 




3.4.5 


' 7 


-■■j 


Ainsi, en 


représenunt 


par 
Clii 


C la 

±y5. 


constante 


arbitraire 



Cette expression, ne renfermant qu'une consume 
n'est pas l'intégrale générale; elle donne seulement celle 
qui peut se développer suivant la formule de Maclaurio. 

Connaissant Une intégrale particulière, on aura l'inté- 
grale générale en regardant C comme fonction dex- et 
l'on sera conduit, d'après la métliode exposée précédem- 
ment, à une équation linéaire du premier ordre. 

On trouve d'abord, en substituant la valeur dej dans 
l'équation proposée, 

d'C ;-dC r- 

— -^:.^-cot.:.V^=o; 



l:,C00>^tc 



> |6 CUUU tl'âNALVSK. 

dC 
posant-- =/>, OD parvient a 



C, étant une constante ai^iiraire; on déduit de là 

C et C étant des consUniea arbitraires. L'înt^ale gé- 
nérale de la proposée est donc 

85. Si l'on employait la formule de Taylor, au lieu de 
celle de Maclanrin, on obtiendrait l'intégrale générale. 

L'équation (i) ferait connaître la valeur de ~j-^ en fonc- 
tion dcj's et 1^1 relatifs à la valeur arbitraire j:,; et ses 

dérivées successives feront connaître (-j^J i etc., ce qui 

déterminera te développement de^ suivant les puissances 
dex — X,, renfermant deux constantes arbitraires. Il est 
facile de vériâcr que cette valeur de_j' coïncide avec celle 
que donne l'équatiou (2), eu développant celle-ci par rap- 
port aux puissances de x — To , après l'avoir mise préa- 
lablement sous la forme 

— Cl sin.(j:— X,] ^ + Cl cos.[x— .r.) ^1 



86. Intégrons maintcnaot la même équation parla mé- 
thode des coefficients indéterminés. Soit 
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La série cUnt ordonnée par rapport aux puissances crois- 
santes de a* , on en déduit 



2^_ 

xdx- 



hfl.e(e-i);r^-"+û,7(, — i^r'-V.... 



La somme des seconds membres de ces équations doit 
être nulle, quel que soit x, en vertu de l'équation propo- 
sée : ce qui exige que les coefficients des termes de degrés 
difTérents soient nuls séparément. 

Le plus faible exposant esta — 2; le cofficient du terme 
total de ce degré donne la condition «(«-1- 1)^0, équa- 
tion à laquelle on satisfait par ce = — i ou a = o. 

i". Soit a = — I. Le terme naiX°' ne pouvant dispa> 
raltre de lui-même doit se réduire avec d'autres ; il faut 
donc que a ne soit pas inférieur a S — a. Si S — 2-<oj 
il faudra S (ë -4- i) = o pour que les termes de degré 
€ — 2 se détruisent, ce qui ne donne que 6^0, puisque 
6 >-a. Il faudra ensuite que l'on ait 

-, — 2 = a, 5—3 = 6,...; 
les coefficients donoermit les conditions 

"^7(7 + ') + ""■=». ff.4(5 4- i)-f-na]=o 

On lire de ces diverses équations 

«=—1, e = o, T~i, 3=^3,..., 

"■'"TTâ' "'~ i.2.3.4' ""' 
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Il y a donc deux consianlas indéterminées a, , a„ et la va- 
leur de^ est 



''U i.2''"i.ï.3.4~i.2.3.4.5.t 
"'V i.2.3"^i.2.3.4.5~*7' 






solution identique avec celle que nous avions déjà trouvée. 

Nous avons pris S — a <i] a, mais nous aurions pu 

prendre 6 — 2 = ce. Dans ce cas, nous aurions trouvé 

I a.cosxJa . , , ■ . I 

seulement j* = i— , ce qui nesl quune intégrale 

particulière. La solution n'aurait été complète qu'en con- 
sidérant l'hypothèse k ^ o que nous avons déjà indiquée, 
et que nous allons examiner. 

a". Soit et = o. Dans ce cas on ne peut avoir 6 — 2 <; a , 
parce que le coefficient de x devrait être nul , ce qui 
donnerait S(S ■+■ 1} 1= o , équation impossible puisque 
6>a. On aura donc 6— a = a, et, par suite, y — a = £.... 

Les exposanu ont donc les valeurs suivantes : 
asco, 6 = a, 7 =4."- ; 
les coefficients seront 



"'— 1.2.3' '"1.2.3.4.5' 
et, par suite, 
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On aS trouve donc encore qu'une intégrale particulière, 
puisqu'il n'y a qu^une constante arbitraire. Réimie à celle 
que nous avions trouvée en ilernier Heu, elle donnerait 
l'intégrale générale. 

87, Soit encore l'équation 







J'y 
3? 


-il 


posons 










r = 


= A,i 


:' + A,:,' 


on aura 








xdx' 


— A, 


.«- 


■' + A,ej: 


£=*■"(• 


■■~i 


Ij:— ■ 


"+A,S(6- 



_ ,)^6-«+A,7(7-ir/-'-(-.... 

La somme des seconds membres de ces trois équations 
doit être identiquement nulle en vertu de l'équation pro- 
posée. Les tenues renfermant x''~^ doivent se détruire , 
. ce qui donne «(a — i) + ce = o ou a = o. 

Les termes renfermant x^~'* ne sauraient, dans ce cas, 
être de degré inférieur à a ; car leurs cœfiScients dcnne- 
raient 6 = o , ce qui ne peut être. Donc 

Ainsi 

a := o, 6^2, 7 =: 4i S ^6,.... 

Les coefficienu donnent les conditions 

A,e' + A,=:o, A,7'-*-A, = o,.. ., 



' 2'. 4'- 6'' 
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On ue tronve par ce procéda qu'âne initiale particu- 
lière, pnisqu'il n'y eotrequ'une constante arbitraire. 
88. En appliquant le même procédé à r&|uation 



ce qui n'est encore qu'une intégrale particulière ; d'où l'on 
conclut que l'inlégrale générale n'est pas dévcloppable 
suivant les puissances positives ou négatives, entières ou 
fractionnaires de x. 

Intégialion des équations différentielles au moyen (tes 
intégrales définies. 



89. Nous avons donné des moyens pour ramener, dans 
certains cas, l'int^ratiou des équations difierentielles à 
celle de fonctions de j; on de _^ seulement. Quand cela 
n'est pas possible, on cherche quelquefois à ramener le 
problème à l'intégration d'une fonction renfermant x et 
une autre variable, par rapport à laquelle on intègre 
entre des limites déterminées, en regardant x comme une 
constante. Cette forme d'intégrale définie, donnée à y^ 
est souvent utile dans les questions de physique mathéma- 
tique, et elle le serait bien davaDtagc encore si l'on avait 
des tables qui fissent connaître la valeur de cette intégrale 
pour une valeur quelconque de la constante x qu'elle ren- 
ferme. 

90. Un moyen que l'on emploie souvent pour obtenir 
ainsi ta valeur de y consiste à développer d'abord cette 
valeur en série , et à sommer cette série , lorsqu'on peut 
reconnaître une i-elalîon simple entre son lormc général 
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et l'iA^ralu déSuîc du terme général du développemcoit 
d'une fonction counne de X et d'une autra variable, par 
rapport à laquelle se fait l'intégration. C'est ce que notis 
allous éclaircir par des exemples. 
Soit l'équation 

(■)■ ë-îl-- = - 

qui se présente dans beaucoup de questions de physique et 
de mécanique. En l'intégrant par la méthode des coeffi- 
cients indéterminés, on obtient les deux séries suivantes, 
qui fouraissenl chaconft une intégrale particulière : 



Jl! 



,.{-™+3)^,.j.(.»,+3)(.m+5)^ 



--)' 



l.2...^.(-/ 


»+3)(-. 


,+5)...(-, 


»+2f+l) 


..(» + 


1)' ,., 


.(«.+ .)(' 
^ 


"+3) 


■ ...3.(, 




. + 31(» 


^5) + -" 



.2. . ./>.(m+i)>+3). . .(m+ay^-.)'^ 

Si l'on ajoutait ces deux valeurs de j, on aurait nnté- 
grale générale renfermant deux constantes arbitraires A 
et A'. La première de ces deux séries devient illusoire 
lorsque j- est un nombre positif impair, et la seconde 
lorsque m est un nombre négatif impair. Ainsi, dans 
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tous ies cas, l'une lies deuK subsiste, et l'on sait couftuent, 
une intégrale particulière étant connue, on pourra trou- 
ver i'inégrale générale. Si l'on désigne parj , l'intégrale 
connue , l'intégrale générale sera douuée par la formule 

J ^y\ 

Pour obtenir une série do même forme que la seconde des 
deux précédentes, considérons d'aboid le développement 
stuvaut : 

cos(.cos„)=,_;!î2:î:+;1£2:ï_ , (-■ .')fcosv 

2 ^1.2.34, ••■+,.,.3..V*"-' 
multiplions les deu, membres par sin- W» et intégrons 
entre et ir, en supposant toutefois m positif, sans quoi 
1 mtigrale serait infinie. En ayant égard à la formule sui- 
vante , qu, s'obtient par les procédés connus de réduction , 

/ cos"usin^urfa 

1.3. 5... (3,-3) (ai-,! /.. 

et dans laquelle il faut , pour la même raison , supposer 
f* > — 1 , on arrivera à l'ikjuatioa 



sin"-' uriu — . , 



( cos(acos(..)sin"-'urft.= Ç sin' 
l.2.3.../,.{« + ,)(™- 

ou, en posant eL = x\ln, çi mettant /"'sin"'-'Mrfw 



l — —l I Sin"~'udia 
"1.2.3.. ./,.{/M + ,)(m-,.3)...[;„4.2^_ 
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facteur, 



X 



^ 1 sin"-'Mrfw 



cos(xy«coaw}îiii'"~'Mrfai 



i.ï.(m-(-i)(ffH-3) 
/ nx\f 



i.2...;).(»M+i)(ffH-3)...(/n+3p-i)^ 



ce qui n'est aatre chose que notre seconde série, à un 
facteur constant près. L'intégrale. qu'elle exprime peut 
donc se mettre sous la forme suivante : 



r = B r cos(*v^ci 



pouTYU que l'on ait m > o. 

Quant à la première série , qui peut s'écrire ainsi : 



j'=A;c— +./ 



I .a...;».(-ffi+3) (-M+5)...(.fl» -H2p+ 1)^ 



on voit que la série comprise entre les parenthèses ne dif- 
fère de la précédente que par te changement de m en 
— m+^-Ûn pourra donc mettre cette dernière équa- 
tion sous la forme suivante , pourvu que l'on ait m < 2 , 

/ = B,j;'-"' 1 <:os(j;v'"'-'Osu)sini-"'Mrf6), 

D, étant une constante arbitraire. L'intégrale générah' de 
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,î4 00» 

l'équation ( i ) sera donc 

!y = B I cos(i^cos»)sin"~'»«/w 
-!-B|jr'~" I cos(jrv'ncosu}sîn'~"»rf«, 

toutes les fois que l'on aura les deux conditions 

™ > o, m < =. 

Si m est en dehors de ces limites , une seule des deax in - 
légrales subsistera, et l'équation (3), réduite à l'un de ses 
deux termes, ne donnera plus qu'une intégrale particu- 
lière. Dans ce cas, l'équation (a) fera connaître l'intégrale 
générale. 

Considérons maintenant les deux cas partîciUiers cor- 
respondants à m = o, et m = 3. 

91 . Soit d'abord nj = o, ce qui réduit l'équation pro- 
posée à -j^ -{-ny = o. On devra se borner à la seconde 

partie de la formule (3), et l'on aura l'ini^rale particu- 
lière 



:rjr''cosW- 



>u)sinwi£u. 



Effectuant l'int^ration et représentant par C une con- 
stante arbitraire, il vient 

La formule (a) donnera par suite, en représentant parC, 
une seconde constante arbitraire , 

(4) / = C sin.* v'«+ C, cos.j; ^n. 

On serait arrive plus simplement à ce résultat en traitant 
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direclcment l'éipiatioii 
d'y 

En opérant comme nous l'avons indiqué pour les équa- 
tions linéaires à coefficients constants, on trouve immé- 
diatement la formule (4). 

92. Soit maiDtenantm= 2, ut, par suite. 



(5) 



die' 



on ne conservent que le premier terme de la formule {V), 
et , en elTectuant l'intégration , on trouvera 



D'après cela , l'éqaatifm (a) donnera pour la valeur de 
l'intégrale générale, 



Ou aurait pu traiter directement l'équation (5), et poser 
y ::= - ; on obtiendrait ainsi 



d'où 

a =Ciin^T \jn +C|Cos.ic v'«, 
et, par suite, 

93. 11 est un autre cas particulier qui exige un artifice 
analogue à celui que noua avons plusieurs fois employé 
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dans certains cas de racines «^ales : c'est celui oà l'on a 
m = I ; les deux parties de la formule (3) se réduisent à 
une seule, et l'on n'a plus qu'une intégrale particulière, 
bien que la valeur de m tombe entre les limites o et 3. On 
pourrait bien encore recourîr à la formule (s); mais on 
obtiendra beaucoup plus simplement l'int^rale générale 
de la manière suivante : 

Remplaçons m par i + ^ dans )a seconde partie de y, 
dans la formule (3) ; elle détient 



*(sinM)-* = 



— 3(1. «+ l.sinid} + . . 



et la seconde partie de la valeur de y devient, en négli- 
geant les puissances de i3 supérieures A la première, 

— B,3 ( cos(4;^Bcos»){l.«+l.sin6))(/u; 
la première partie de y devient de même 

B / cos(ic^ncosw)(fci + B3 I cos(jr\^co96))l. sinurfw. 
Ajoutons CCS deux expressions et posons B -f- Bi = C , 



jbïGoogIc 



SRCatlDB PAIITIB. 127 

C désignant une constante arbitraire , on aura 
T~cj cm{x</âtM-»)d„ 

+ (B — C)3 r cos{j;^«cosw)(l.a;+l.sinw)(/« 

■+-B9 j cœ{x<i/ncMa>)l.3inadu. 

Supposons maiotenaut qne 3 tende vers zéro, et Bd vers 
UDC constante arbitraire C| ; on aura poar la valeitr com- 
plète de x, en pamam à la limite, et obeervant que 
l.j:4-2l. sinw=:l. (xsin'w), 

y:=:Ci cos (x y'/i COSw) (&> 

■+-C, j cos(:r^ncoSB>)l.(«sin'M)</u. 

Telle est l'intégrale générale de l'équation 

94. U est bon de remarquer que toutes les fois que m sera 
un nombre pair positif ou négatif, l'une des deux parties 
de la valeur de jr donnée par l'équation (3) pourra s'ex- 
primer sans aucun signe d'intégration; quant à l'autre, 
elle disparailra , vu que m sera eu dehors des limites o 
et a. Pour le démontrer, désignons, en général, par A^ l'in- 
tégrale définie I cos(Xcost.))sîn''W(fu; l'intégration par 
parties donne la relation suivante, en supposant p>> 3: 



Si ^ est un nombre pair, on parviendra, au moyen de 
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celle lurmule de réduction, fi A» ou / tos(Xeo3w)c/w, 

qui ne peut être obtenu exactement en fonction de X. Si, 
au contraire, ^ est impair, A^ est ramené à A| et Ai qui 
peuvent être calculés exactement et ont pour valeurs res- 
pectives 



d'où il résulte que l'une des deux intégrales particulières 
qm entrent dans l'équation (3) pourra toujours être expri- 
mée en x^ sous forme finie , lorsque m sera un nombre 
impair positif ou négatif. 

95. On peut encore présenter l'intigrale de l'équa- 
tion (i) sous une forme qui est souveni préférable à celles 
que nous avons considérées jusqu'ici, et particulièrement 
lorsque m est un nombre pair positif ou négatif. 

Posons 

y= Ax'f (x) + A,x"-*-' f'x-i-A,x°'-^f''{s) ■+■..., 

les cottstantes a. A, A| , A*, etc., étant indéterminées, 
ainsi que la fonction^ (jt), dont nous désignons les déri- 
vées successives par f'(x), <f°(x), etc. Substituons cette 
valeur de y dans l'équation (i), et chercbons s'il est 
possible d'annuler les coefficients des diverses puissances 
de X, qui seront en évidence. 

En dififérentiant deux fois de suite^, on trouve 

J* ='"*""'%;')-'-'»A.(«-*-I>r""'¥'C*)+"'A,C<H-2)«"f'(i)+... 
-^mJLx"' p'(x) -t-m A il* 91 *(*)-(-..., 

g=A«(«-i)t"-%(^)+A,(«+i)«-V'(«)+A,(«H-a)(«+.)*V(')+- 
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Si BOUS snbstituoiis ces développements dans l'équa- 
tion (i), et que nous égalions à zéro le coefficient du terme 
général qui confient x"''^''~^, nous trouverons 

+ nA,_,ç^'(x) = oj 

et pour que cette relation entre 9'''(x) et f '"*(j7} soit plus 
simple et ne dépende pas de p, nous poserons 

(«+/»)(a-h/J + m— i)Ap + (2a + 2/. + m — 2)Ap_, =0; 

d'où il résultera 

équation à laquelle on satisfera , quel que soit le nombre 
entier/), en posant 

d'où l'on conclut 

if{x) ^ CsiaaV" + C'cosx^, 

C et C étant des constantes arbitraires. Mais ce calcul ne 
s'applique pas à tous les termes de la série qui résulte de 
la subsUtntion de la valeur de j dans l'équation (1) ; il 
suppose que p soit au moins égal 32, et il est nécessaire 
de considérer à part les deux termes qui renferment les 
puissances a — i et a — a de x. En égalant à zéro lexus 
coefficients respectifs , on obtient 

„(«_,) + ;„, = 0, A,(a+. )(«+«) -HA_(m + 2a) = o. 
La première donne 



et la seconde conduit, dans l'un et l'autre cas, à l'équa- 
tion 
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ËKamiiionB auccessiYentent les développemcDU corres- 
pondante à ces deux valeurs de a. 

1°. Soita=:i— m; la relation générale entre A,, et 
Ap_, devient 

p(p — m+ i)A, = (m — 2/.}Ap_.. 

En cbangeant successivement p en p— i , p — a, etc. , 
ondéterraineraAp en fonction de A,; et comme A,=:— A, 
on connaîtra le coefficient général A^ en fonction de A 
<|ui restera indéterminé, mais que l'on pourra prendre 
^at à l'unité , à cause des constantes G , C. 
On trouvera ainsi 

_ (wi-a;.)(/n-ap + 2)...(m-4) i 

et la valeur de jr aura pour expression 

C»iax\/n-t-C'cmxiJn-x-^ i-~ JLJ+„\ 

'^[m-3)...(m-p-t-i)i-^.:p dxP ] 

Lorsque l'on trouvera pour un certain coefficient A,, 
une valeur égale à zéro, la série arrêtée au terme précé- 
dent satisfera à l'équation dilTérentielle , et l'intégrale 
générale sera donnée par un nombre fini de termes. 
Cela arrivera toutes les fois que m sera un nombre pair 
positif. 

2". Soit maintenant a = u; la relation entre A p_, et 
Ap devient 

d'où l'on tire , en supposant encore A = i , 

_ im+^){m+ê,)...{^ + V-,) {~,y , 
' (»H-.)(»H-2)...(»,+;i-i)' ■.a...p' 
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et la valeur de y sera 

„./--, r d(CsiriFV^ + C'co9xv'«) 
^=CsiDa:yff -t-C'cosJJV" — *-^ — : ^--3 ~ — -H — 

i.2...;»(m + iJ(»H-a)...(OT+/>-i) a!»-' '^" 

On arrêtera cette s^rie, comme la précédente, an terme 
dont le coefficient sera uul; ce qui arrivera si m est un 
nombre pair négatif. D'où l'on tire cette conséquence im- 
portante, que l'intégrale générale de l'équation (^i) peut 
toujours s'exprimer par un nombre fini de termes lorsque 
m est un nombre pair positif ou négatif. 

96. Equation de Riccati. — L'équation non linéaire 
que l'on désigne ainsi est la suivante : 



'(r 



■i- o/' = fi**. 



Si l'on pose, avec Euler, jr = — , on obtient, en faisant 

ab = A, 

d'u 

et tout se réduit à int^rer cette équation linéaire du se 
cond ordre : car la valeur générale de u sera de la forme 



C et C éunt des ccnasuntes arbitraires ; il en résultera 



C rfn, 
tC'dx ' 
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Celte valeur de y lenfennanl une coiislaiile arbitraire-^ 
sera l'intégrale f^énërale de la proposée. 
Il reste donc à intégrer l'équation 



On peut ramener cette équation à une autre de la forme 
de l'équation (i), en changeant La variable indépen- 
dante X, et posant X'' = kz ,k ei p étant des constantes 
indéterminées. On trouve ainsi 

i' dz- A dz 

Les deux tenues extrêmes ne renfermeront plus x si l'on 
pose 2p — 3 = m, d'où p ^ — h I » et qu'on divise par 

x". Si l'on divise, en outre, parr;» el qu'on exprime x 
en 2 , on obtiendra 

d'u, m 1 du Ai' 



et si , pour simplifier cette équation , on détermine k par 
la condition 



-iV, d'oft i=- 



on aura à intégrer l'équation 



qui rentredans réquation(i) en y changeant m et n ( 
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et — I ; ce qui donne lieu aux couséquences sui- 
vantes: 

1°. Si est un nombre pair positif ou négatif, les 

deux valeurs de u pourront s'exprimer par un nombre 
Gni de termes en z , et , par suite , en x. 
Soit donc 

m + 2 
t'ëtant un nombre entier positif; on en tire 



les sigoes supérieurs se correspondant, ainsi que les infé- 
rieurs. Cette expression se réduit à la forme suivante : 

„_ -4' 

Ainsi l'équation de Riccati pourra s'int^er complète- 
ment lorsque m sera renfermé dans cette formule. 

a°. Si est compris entre o et a, la valeur générale 

de u pourra s'exprimer au moyen de la formule (3). On 

voit d'abord que si m est positif, est nécessaire- 

* ^ ' m 4- 2 

ment compris entre o et 3, et l'éqoation de Riccati s'inté- 
grera par le moyen de deux intégrales délinies simples. 
Si nt est négatif, soit m ^ — m, on aura 

,"' >o, ~ — <2: 
m' — 2 -^ m' — 2 ^ 

la première exige m' >■ a , et la seconde, m' > 4. Donc 
on intégrera encore de la même manière l'équalion de 
Riccati lorsque m sera compris entre — 4 et — so . Ce 
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Q est donc que pour les valeurs de m con^rises entre o 
et — 4 ï que l'intégraln chercliëe ne pourra s'exprimer an 
moyen de deux intégrales définies simples. 

La formule (3) derîent, en y changeant m en — — — et 



n en— I, 



+ B,ï™^ r cos(«^^r;co8«)sin"^«A.. 
Remplaçant z par sa valeur -- ^ -- x' , et posant 



r ( -*■ \ 



8111'"+^ Mdw 



Si l'on fait disparaître les imaginaires, cette formule de- 
vient 



r( ï- i 



B et B' étant deux constantes arbitraires; et le rapport 

^ sera la seule constante que renfermera l'intégrale de 

l'^uationde Riccati. 

Si m est entre les limites o et — 4 1 une seule des deux 
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intégrales déBnies subsiste, et l'intëgrale g^érale sers 
donnée an moyen de la formule (s). Soit U| la valeur 
particulière de u , on trouvera 
dit, 



■■^(<— /^)' 



C étant une constante arbitraire. Cette expression est 
moins simple que la précédente, mais c'est précisément 
dans ce même intervalle, entre o et — 4 < <]ue se trouvent 
comprises les valeurs renfermées dans la formule . . ■■■ > 

et pour lesquelles on peut int^rer exactement. Si m avait 
pour valeur la première limite o, l'équation à intégrer 
aérait 

d'u 

-— — « = o, 

qui donne 

« = Ce + Ce-'. 

Si m a pour valeur la seconde limite — 4 1 on a à consi- 
dérer l 'équation 



qui a déjà été traitée, et qui, en posant u = -i se réduit a 
d'« 

d'où l'on tire 

!■ = Ce* + C, r-, 
i;t, par suite, 

— C^ + Ci*^ 

4". Entre les limites o et — 4; «'y a une valeur qui 
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rend les <teux int^rales illusoires : c'estm^ — a. Dans 

ce cas , l'équation primitive en u devient ^-j- = — ; 

elle rentre dans une classe d'équations que nous avons 
donné le moyen d'intégrer. Son intégrale générale sera 
u^CkT* -t-Cja:'", k'jeth" étant les racines de l'équation 
k* — k — A = o. 

97. Soit encore l'équation non linéaire 

posons de même 

I du 

et l'équation proposée deviendra . . 

dx' 

Soîi 

• p ' 

il en résultera 



ce qui n'est qu'un cas particulier de l'équation (i). On 
aura donc 



-i; 


„i.^=-,a 


,.)J. 






+ C,J\.œ{"J~'' 


,„)!.( 


sîn' 


-)rf... 


-X' 


"«■"+,- 


• ■... 


r/iu 




.c-X-« 


"-■+,- 


-"■•■) 


.(îS 


n'u) .fc 
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Il ne reste plus qu'à substituer à z sa valeur exix, et yae 

dÀluira de u , comme dans le cas de l'ëquation de Hiccati. 

98. Considérons encore l'équation suivante, qui se 

rencontre dans les applications physiques , 



[.~'J^]r- 



posons jr = x"**z, il viendra 

qui rentre dans l'équation (i), en y changeant m en 
a(«-f- i) et n eap*. 

Si l'on suppose n positif, et quelconque d'ailleurs, 
2(/i + i) n'étant pas compris entre o et 3 , on ne pourra 
exprimer qu'une intégrale particulière au moyen d'tme 
int^rale définie. Son expression sera 



-X" 



s {^*cosu)8in '"+'»(/», 



et l'on pourra, comme on l'a déjà vu, en déduire l'inté- 
grale complète. La valeur de ^, qui s'en déduit, est 



/•JT 

= Ax*^' j cos(/>;rcosu)si 



Dans le cas particulier où n =: i , l'équation proposée 
devient 

et l'on aura 



isi/ixci 
effectuant l'intégration , 



'■/'" 
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B étant une consUnte arbitraire. ËQlaconùdà'antoomiiie 

fonction de x, on d^rminera facilement l'int^ale com- 



Détermination des irdégrales définies par l'intégration 
d'équations différentielles. 

99. La recherche d'une int^rale définie peut quelque- 
fois être ramenée à l'intégration d'une équation différen- 
tielle, relative à l'une des constantes qui entrent sons le 
signe/. 

Les dérivées de cette intégrale par rapport i ces con- 
stantes seront des intégrales prises entre les naèines li- 
mites , et si l'on peut par ces diiTérentiations r^roduire 
la première intégrale, en l'éliminant on aura une équa- 
tion entre ses dérivées par rapport k une des constantes. 
Si l'on peut l'intégrer, on aura une expression qui renfer- 
mera l'intégrale définie comme cas particulier, et il ne 
s'agira plus que de déterminer les constantes arbitraires 
de manière qu'elle se réduise à cette intégrale elle-même. 

100. Soit, par exemple, l'intëgraledéfinie 



X" 



cos(xcosu]^. 
s une fonction de x, et posons 

Différentiant deux fois par rapport à x, il vient 
-f- ^ — / sia(.xa>su)co9iM&«, " 

cos(j;coS6>)cos'ft)rfM. 



s=-/' 
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Pour rendre ces expressioDS plus facilement compara- 
bles, il faut introduire coa(:ccosw) au lieu deMn(xco8u) 
dans la seconde; et c'est ce cjue l'on fera en int^raatpar 
parties. On aura ainsi 

— sinu uii(xcoSfti) — xysin'ucosfrcosw)^. 

Le premier terme disparaît, aux limites o et 7t, et il 
vient 

dy /•" 

-r- = — * I eos(«cosw)sin'«(iu. 

*** J, 

Divisant par x et ajouUnt à la troisième étpiation , on ob- 
tient 



-^ — I cos(xcos »>)(/». 



L'int^rale cherchée éunt ainsi reproduite, il suffira 
de la remplacer par ^j' pour avoir l'équation différentielle 
cherchée , qui sera 

lOi. La détermination de f cos(j: costu)*^ a été ra- 
menée à l'intégration de l'équation (2), que nous avons 
traitée dans len°87. Mais, comme nous n'en avons déve- 
loppé qu'une intégrale particulière , on ne peut savoir si 
c'est elle qui doit donner la valeur de l'intégrale définie. 
On voit donc qu'il est, en général, nécessaire de connaître 
l'intégrale complète de l'équation différentielle à laquelle 
on est conduit , pour pouvoir en déduire la valeur de l'in- 
tégrale définie cherchée. 

Cependant , dans le cas actuel , il est facile de s'assurer 
que la série trouvée pour intégrale de l'équation (a) coïn- 
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cide avec 1 cos(xcoscii)(^,eB donDantime valeurcon- 

venable à la coosiante. 
Enefiet, développant cos(j:cosu) en série, on a 

M»' u ^ cos' u J:"" cos" w 



i;os(*cosii4) = 



Multiplions par dfù, et intégrons entre o et tc, en obser- 
vant que 

.3.5...(2W— i) 
2,4-6.. .zm 



X" 



j^"oos(,c«..)*=.(.-|+j^,-j^ + .. ). 

Ainsi l'intégrale définie ( cos(:ccos6))^b) n'est autre 

chose que l'intégrale particulière que nous avions trouvée 
pour l'équation (3) , et dans laquelle on suppose la con- 
stante arbitraire égale à n. 

102. Cherchons maintenant l'équation qui détermine- 
rait l'intégrale définie I e~"''' cosanxtir, que nous 
connaissons déjà. 

Soit 



on trouvera 






h 



pX- 
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Donc 






d'où j- = Ce "'■ 



Ainsi i e "^'' cos 2nxdx est compris dans l'expres- 
sion Ce "" , dans laquelle C est indépendant de xetn: il 

reste à voir quelle valeur doit avoir C pour que Ce *" 
devienne égal à cette intégrale déânie. Or, pour n = o , 
l'intégrale devient 

n— ''rf^ ou ^, 
J, 2m' 

et Ce . "" se réduit à C ; donc la valeur de la consiantA C 
devait être — , et l'on a 

X" . 1 \fi ~^ 

e—' ' cos ri/txiix = - — e , 
2m 

comme nous l'avions trouvée par une antre voie. 

Si l'on avait regardé I e""''"' cosfinxt/x comme fonc- 
tion de m , on aurait trouvé 

dm \m^ m^' 
d'où 

y = ~e i 

et l'on trouverait 
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103. Considërons, en dernier liea, l'inUgrale 

cos axdx 



et posons 



X 



Nous ne prenons pas de suite la limite » , pour éTÎter 
une difficulté dont nous parlerons tout à l'heure. tUSé- 
rentiant deux fois par rapport à a, il rient 

d'y 



r' x'cosaxdx r' 



et si l'on faisait 2 = oo , ou voit que le second membre se 
présenterait sous une forme indéterminée. 

Il fant maintenant intégrer l'équation linéaire 
rf' j sinaf _ 



Si l'on néglige d'abord le dernier terme, on trouvera 
pour int^ale j-^ Ae" + Be~"; considérant ensuite A 
et B comme des foncUons de a , on trouvera , ponr l'inté- 
grale générale de l'équation en question. 



y = Ce'-i-C,e 



g-, /"•e'sioaliia e' /"", 



C et Cl étant des constantes arbitraires. 

Il faut maintenant supposer que l croisse indéfiniment, 
et chercher la limite du second membre. 

Or, quand / est extrêmement grand, sina/ passe par 
toutes les valeurs de — ■ i à -(- i pour un accroissement 
extrêmement petit de {I, pour lequel on peut regarderies 
autres facteurs comme constants. Les éléments des inté- 
grales se détruisent donc dans cet intervalle , et il en est de 
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même depuis nne valeur Gnie quelconque de a jusqu'à I'ïd- 
fiiti. It suffit donc de considérer les éléments de ces iiité> 
grales entre o et une valeur infiniment petite de a. Mais 
alors e° et e"" peuvent être remplacés par l'unité dans les 

intégrales qui se réduiseut à - > et les deux derniers termes 

rentrent dans les premiers. 

,..,,.. ,11. , -i r cosaxtlx C cotaxdx 

Ainsi la limite (Ici intégrale I ptOU I — — - — ^ 

étant désignée parj)', on a 

r=C«'-(-C,e— . 

Il ne reste plus qu'i délemiiner les constantes C , C| . 
Or, si a est positif, Ce* croîtra indéfiniment avec a, ce 

qui ne peut convenir; donc C = o. De plus 1 

devient ^ale à - pour a = o ; donc Ci = - et 

cosaxdx V 



Xcosttxdx 



Si a était négatif, on aurait Ci = o et C = - 
)s axdx te 



f. 



104. Si l'on différentîe les deux membres de cette équa- 
tion par rapport k a, on aura 



-f 



a éUnt négatif. Si Ton différentie l'équatîou qui se rap- 
porte au cas de a positif, on aura 



r 
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Délerminaiion des séries par t'inlégrâtion d'équations 
■ différentielles. 

105. Nous avons tu c6nuiient l'intégrale d'une équa- 
tion différentielle pouvait être développée en série ; mais 
on peut réciproquement se proposer de trouver l'équation 
différentielle dont une série donnée serait l'intégrale. Si 
cette équation peut être int^rée complètement sous 
forme finie, on saura déterminer la fonction dont on 

. avait le développement. Pour obtenir cette équation , 
on différentie une ou plusieurs fois la série, ou d'autres 
séries qu'on en déduit, de manière à reproduire celle 
que l'on cherche, qu'on peut alors éliminer. Si elle ne se 
reproduit pas, mais qu'on parvienne à une série qu'on 
sache sommer, on peut encore obtenir l'équation cher- 

106. Soit, par txemple, la série 
on trouvera, en différentiant deux fois, 



dx' 1.2 1.2.3.4 ' 

cette série éunt, au signe près, celle que l'on chei-che, 
on peut l'éliminer, et l'on obtient l'équation différentielle 

Par la théorie des équations linéaires , on trouvera 



A et B étant des constantes à déterminer. 
Pour cela on observera que la série 
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Valeur quand on change le signe de ,r ; donc B =^ o. Dr 
plus, elle se réduit à i pour a* ^ o-, donc A =: i , et la 
série est égale à cos J^, comme on le savait d'aïllours. 
107. Soit encore la série 

■r = > - 7 + -r:; - ,^ -<- ^-î - rs + ■ ■ ■ • 
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pour x^o; donc C = — i , Pt 

On aurait continué comme dans le premier calcul. 
108. Considérons , en dernier lieu , la série 

elle donne d'abord 



Pour faire disparaître le dernier facteur de clugue déno- 
minateur, multiplionsles deux membres par X, puisdîfTé- 
rcnUons-les, il viendra 

d^y dy x' x^ x' 

Ac' dx 2' a' . 4' 2' . 4' . 6' 

/ x> X' X' ■ \ 

On a reproduit ainsi la série proposée, et, en l'élimi- 
nani, on obtient 



Et, en effet, nous avons reconnu précédemment que 
cette équation diiférentielle a pour înt^ale particulière 
la série proposée ; mais nous feroos observer ici , comme 
nous t'avons fait pour la détermination des intégrales dé- 
finies , qu'il est , en général , nécessaire de connaître l'in- 
légrale complète de l'équation ditTérenlielle à laquelle on 
parvient. 
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Application i/es éfiucttions différentieliei à ta tvcherclii- 
lie fondions dont on tonnait certaines propriétés 
caractéristiques. 

109, Soit proposé de irouvi-r uiit- foiiciion ^ ^ tp (j?), 
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donnée par la formule 

a étant une consiante arbitraire. 

110. Cherchons maintenant la fonction dëienoinée 
par ta condition générale 

(■) »W + t(j) = »W- 

Diâ^rentîanl par rapport à j:, il vient 

f' (x) = xf' (xy). 

DifiGéi'entiant la même équation (1) par rapport à j, on 
obtient 

De ces deux dernières on tire 

donc le produit x<f' (x) est constant, et si l'on pose 
if(x) = ^ , on aura , en désignant par a une constante, 

x-T-=^a, d'od l'on tire 
ax 

adx , , 

tiz = > s = o 1. X -*- 6, 

b étant une nouvelle consUnte. Substituant dans l'équa- 
tion (1), on trouve 

(a) a\.x + l>-^a\.y + b = a\.xx-\-bi 

dimc 

b := a et s = 1. «, 

a étant aiiri traire. 

Ainsi , la solution la plus générale de la question est 
donnée par la formule 

f (*) = !(«*, 
la base du système de logarithmes étant arbitraire. 
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Jll. Propctsons-nous maintenant de trouver la fonc- 
tion f (x) d'après la condition 

En dîfférentiant cette ëquatîon par rapport à x et y, on 
obtient les deux suivantes : 

tWç'W = ?'('+/); 

d'où l'on conclut 

f'W_f'(j-)__, 

a étant une constante. Si donc on pose f{x) = z, on aura 
l dz _ 

d'où 

dz , , t 

— = adx, I- T = "J", * = *«", 

b étant constant. Substituant dans t'équatioD (■), on 

obtient 

(2) be". bev — be*f"7), 

ce qui exige que l'on ait i' = &, et , par suite , â = 1 , car 
on ne saurait prendre i = o. La fonction chercbée a donc 
pour expression 

fW = «". 

a étant arbitraire. 

Si la constante a est imaginaire, et de la forme 
m di n V— 1 1 on anra 

If (*) = e'"(co»nj7±v'— I sin«J:). 

1)2. Soit encore proposée la condition 
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OiH'érenliaiit cette équati<m par raj^rt î 
obtient 

Ces deux c<}uations donnent 



d'où 



ite. On a donc, i^n faisant <f{-v) = 



h étant itnc constante. On aura donr 

; = hx'. 
Substituant dans l'équation (i), il vient 
(2) bx' .by* = bx'y'; 

donc ^ =1 I , et la fonction cherchée a pour expression 

iM = '-, 

H étant une constante arbitraire. 

Si l'on suppose a^m±n i/ — i , la fiinclioa prend la 
forme 

f{jc) = jr-(ros.» I. .c±^^T sift^l. r): 

113. Nous donnerons pour dernier exemple de ce 
genift. de questions celle qui se rapporte h la détecmiua- 
tion (le la résidtante de deux forces égales, faisant entre 
plies tin angle quelconque. 
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On esl conduit dam celle recherche par des coiitûdéia- 
tions fort simples, que nous n'indiquerons pas ici, à l'é- 
quation suivante ; 

(i) <f{xr\-y)+f{j: — x) = 'r{^)9(f)- 

X désigne le demi-angle des deux forces , et <f(x) le rapport 
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a étant une constante réelh-, puisque <f(jc) et f"(jc) le 
sont. 
Cette <5quation devient , en remplaçant <f (x) par z , 



l31 



L'intégrale de celte équation aura une forme dillen^nte, 
suivant que l'on aura n > o, n ^ o, n < o. 
i". Soit (J'aboi-d a = o, il en résulte 



et, substituant dans l'équation (i), on devrait avoir, pour 
une infinité de valeurs de x et y, 

aCr + aC, = C'jj- + CC^ + CC.jr -t- C; ; 

les termes semblables devraient done èlre égaux de part et 
d'autre, d'où résulterait C ^ o, et ^(.r) serait égal à une 
eonstaiite, ce qui est impossible; donc on ne peut avoir 

■i". Soit a;>o, l'intégrale générale de l'équation (3) 
sera 

substituant dans l'équation (1)1^^ posant 



ee qui n'établit aucune liaison entix* u et ^, on trouve 

(:((;_i)« + C,(C,-i)«-' = C(i -0^+0,(1-0).--'. 

Les coefficients des termes dissemblables devant être nuls 
séparém 
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Or on lie peut avoir à la fois C := u , Cj ^ o , sans quoi 
l'on aurait z = o, quel que lut x, ce qui est absurde. 
Done on ne peut prendre que les valeurs suivantes : 

C = I , C, = 1 , 
d'où il suivrait 

expression qui ne deviendrait pas nuile pour jr=ï-) et 

qui , par conséquent, ne satisfait pas à la question. Donc 
on ne peut avoir a ^ ». 

'^°. Supposons enfin « <; o et posons a^ — m' ; l'inté- 
grale complète de l'équation (3) sera 



el puisque l'on doit avoir z= 2 pour x =- o, il en résulte 
C = 2 , et la valeur de z sera 



en fa substituant dans l'équation (i), et réduisait, on 
trouve 

CJ sinfdj^sin mjr -f- aC, sinni/ cosmx =: o, 

et comme on ne saurait avoir m = o, on peut supprimer 
le facteur sinnij-, et il reste 

C^ sinmx -h 2CiCosmjr= o, 

équation qui ne peut être satisfaite quel que soit ,x, qu'en 
posant C| = o, d'où résulte 



La ronstanle m se déterminera au moyen de la seconde 
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équation (2), qui donnera 



d'où m = 2w + I , n étanl un nombre entier quelconque. 
Mais si l'on n'avait pas n = o, cosmx deviendrait nul, 

pour la valeur x = —7 ; , qui est moindre que -; ce 

qui ne saurait être, puisque la fonction z ne peut devenir 

nulle pour aucune valeur de x entre u et -• Donc enfin 



i = 2 cos X, 
cl la valeur de la fonction cherchée est 

OIGKESSEON SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS, OU USjlCES DES 
INTÉGRALES DÉFiniES. 

Intégrales enlériennes. 

Hï. Legendre a désigné de cette manière deux espèces 
d'intégrales déônics , étudiées avec beaucoup de soin , d'a- 
bord par Euler, et ensuite par Legendre lui-même : nous 
nous bornerons à en faire connaître les principales pro- 
priétés. Celles de la première espèce sont comprises dans 
la formule 

relies de la sei^onde sont de la tbrme 

a étant positif, sans quoi lintégralo serait infinie. 
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Si l'on pose!. - = y,on lui donne la forme 



j: 



Lcgendi-e désigne les premières par le symbole (^, ^), 
et les secondes par T (a) ; de sorte que l'on a 






Nous avons déjà eu occasion de parler de ces dernières 
dans le cours de première année , et nous avons démontré 
que si a est entier, on a r(«) = i.a.3,., (« — i); et que, 
quelque valeur positive qu'ait rn , on a 



r 



. = !>). 



115. On recouuait immédiatement une propriété très- 
simple des intégrales de première espèce , et qui consiste 
en ce que leur valeur ne change pas, quand on change 
l'une dans l'aQtre les deux lettres p et y. En effet, sil'oa 
fait la soniiibe des deux éléments de l'intégrale , cwces- 
pondants à deux valeurs de X dont la somme soit égale 
à 1 , elle resile évidemment la méiae quand ctn change p 
en t/, et réciproquement , puisque cela ne fait que changer 
les deux éléments l'un dans l'autre. Donc l'intégrale entre 
les limites o et ■ mtc la même quand on change l'une 
dans l'autre les deux lettres p et q; propriété qui s'expri- 
mera de la manière suivante : 

[p, •}) = {'{> p)- 

116. Démontrons maintenant une des principales pio- 
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priélés des fonctions de seconde espèce, dont l'étude doit 
être faite en même temps que celle des premières. 
Considérons l'intégrale 



/'('■ 



)^ = r(.H-,)i 
l'intégration par parties donne 

/(,.i)V=.(,.i)V„/(,.i)-',^, 

et , prenant les limites o et i , 

j;'(,.i)v=.j'(,.i)-.., 

ce qui donne la relation suivante : 

r(» + ,) = „rw. 

Au moyen de cette relation, ii suffira de connaître la 
fonction r(a) pour toutes les valeurs de a comprises entre 
o et I , pour en déduire celles qui se rapportent aux va- 
leurs de a comprises entre i et 2. De celles^i on passera 
aux valeurs de a , comprises entre 3 et !t, et ainsi de suite 
iudéâniment. 

La construction d'une Table qui donnerait toutes les 
valeurs possibles de la fonction T se réduit donc à la con- 
sidération des valeurs de a comprises entre o et i . 

Nous allons voir (ju'il suffit même de connaître les va- 
leurs de r(a) dans l'intervalle de a = o à a =: — 

D'après ce qui a été dit précédemment, on a rétjuation 

/' étant positif. Multiplions les deux membres par x''~'dx, 
a étant positif et plus petit que h, et intégrons-les par rap- 
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port k X entre o et l'infini , nous aurons 

int^rons d'abord par rapport à x, et observons que 

le premier membre de l'équation deviendra 

T[a)Ç z'^^'e-dz, ou T{a]T[b-~a), 
ce qui donne l'équation 



-'dx 
d'où 



X°° xo-'dx _ r(a)T(b—a) 

On voit donc ctnament les intégrales de la forme 

/ î \*' "^"^ lesquelles onaa-<;é, dépendent de 

celles que nous avons désignées par F. 

Considérons le cas particulier de £ = i , et rappelons- 
nous que rfi) ^ I , et i = -. > l'équation 

^ ^ ' Ji ' + ' sin on- ^ 

précédente deviendra 

r{a)r(i - «) = ...!!—. 

Si donc on connaissait les valeurs de T{a) depuis a=o 
jusqu'à a^-j cette équation donnant r(i — a), d'après 
r(a), ferait connaître les valeurs de la fonction depuis 
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<i = ~ jusqu'à a = I. n serait très-facile ensuite, comme 

nous l'avons fait voir, de déterminer ses valeurs depuis 
a = r. jusqu'à a= ae>. 

On peut remarquer que si dans l'équation précédente 
on fait a = -1 on obtient 



H) = 



r 






Posant j:'=^*, il vient 



e nous l'avions trouvé déjà par d'autres procédés. 
117, Les intégrales de premîèi'e espèce peuvent se ra- 
mener à celles de seconde; ce qui est avantageux en ce que 
celles-ci ne dépendent que d'une seule variable o, tandis 
que les antres dépendent de deux vHriitbleB p et q. 

L'intégrale / x'~^{i — xy^'dx devient, en posant 

I +r 



/ 



dont la valeur est, d'après une formule du numéro pré- 
cédent, 

■■(,+,)■ 

on a donc l'équation suivante : 

'fll' + t)' 
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-(,-«).-^ = 



(.p. 1) -- 



SBCOHDE PilBTlB. 159 

formule très-simple qui servira à exprimer les fonctioDS 
de première espèce, au moyen des fonctions F. 

118. Si l'on multiplie membre à membre les deui( 
équations 

■ '■(? + ?+'■) 

il vient 

et comme le second membre ne change pas, quand on 
change l'iiBe dans l'autre deux quelconques dea lettre» 
p, a, r, il en sera de même du premier membre , et l'on 

(Pt9){p'+1r'-)={P> '■)(;' + r,ï) = (r, ç)(y-+-r,/.), 
ceqtd eat mte des pix^riétés fondamentales desibncÛMi» 

(p, 1)- 

119. Supposons nuuQtenanl que les deux nombres p 
et q soient égaux diras la fcmclion {p^^tf)'-, on aura alors 

posons X = ï (' +J')» '^ viendra 

faisons ensuite j'' ^=*, d'où dy = —^, ou obtiendra 
2»' 
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ou, «n remplaçaDt les fonctions (p, q) par leurs valeurs 

au moyen des fonctions F, 

r(2o) a"- ir(4-f-a}' 

d'où l'on tire, en observant que r(^) = 7r', 

2— A(2«) = r(«)r{i + <z), 

ce qui constitue une nouvelle propriété générale des fonc- 
tions r. 

Nous bornerons là ce que nous avions à dire des inté- 
grales eulériennes , et nous renverrons pour plus de dé- 
tails aux Exercices de Calcul intégral de L^endre. 

Expression des fonctions d'une aeute variable, par des 
intégrales définies doubles. 

130. Fourier a fait connaître une formule d'une grande 
importance dans les applications de l'analyse à la physi- 
que. Elle a pour objet de représenter par une intégrale dé- 
finie double une fonction de x donnée depuis x= — œ 
jusqu'à X := ao , et qui n'est assujettie d'ailleurs à aucune 
condition de continuité. Elle peut changer de forme d'une 
manière arbitraire, et représenter un lieu géométrique 
composé d'arcs de courbes aussi diverses que l'on voudra ; 
ce lieu pourra , par exemple , se confondre avec l'axe des 
X, depuis l'infini négatif jusqu'à l'infini positif, excepté 
dans une étendue limitée où il se composera d'arcs de 
courbes arbitraires. La seule condition à laquelle la fonc- 
tion soit assujettie consiste en ce qu'elle n'ait qu'une 
seule valeur pour chacune des valeurs de x. 

Sans entrer ici dans aucun détail sur la manière dont 
Fourier a découvert cette formule, nous nous bornerons 
d'abord à en démontrer l'exactitude. 
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SoîtF(jc) une fonction de x, entîèreriienl arbitraire; 
je dis qu'on aura identiquement 



w ""=r.rj-° 



F {a) cos/> [x — a) (Ipdiz. 



Ëùeiret, intégrons d'abord, par rapport à p, depuis o 
jusqu'à une valeur très-grande p ; eu doublant les résul- 
tats , nous produirons le même etl'et que si nous avions 
intégré de ~/> à +p. Nous aurons à intégrer, par suite, 

{■(a) —^ —da entre — oset+eo , puisa faire croître 

p îndéGniment. 

Or, si l'on considère une valeur de ce qui difl^re de x 
d'une quantité finie , on peut supposer p assez grand pour 
que p(x — a) croisse de an quand ce croilra d'une quantité 

aussi petite qu'on le voudra, et qui aura pour valeur — ; 

dans cet intervalle, ■ ^ ' ■ ne variera pas sensiblement, et 
comme l'intégrale /5)n;>(.T — «)</« sera nulleentre ces deux 



comme nulle dans ce même intervalle : d'où il suit qu'on 
peut se borner à considérer les valeurs de a qui diffèrent 
inGniment peu de :r , et il est évident que les conséquences 
précédentes ne s'appliquent pas à ces valeurs, puisque 

— ^ peut varier considérablement iorîque a subit de 
très-petites variations. Soit donc « = x -(- u, u étant une 
quantité infiniment petite , positive ou négative, puisque x 
peut être plus grand ou plus petit qne:c; si F (a) ne varie 
pas brusquement à partir de la valeur x, ou pourra sub- 
stituer F(x) à F(x-Hw), et Ç F(ce f"'^^^~''h c se ré~ 
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duira à F(x) J dw, e étant uoe quantité infini- 
ment petite. Mais l'intégrale I —(^M étant nulle, comme 
nous l'ayons démontré, loi-squeu est fini, et que l'on prend 
deux limites qui dillêrent de — , il s'ensuit que, à me^ire 

que l'on suppose/) de plufi en plus grand, I — ~dtù 

s'approche de plus en plus de / — ^ <a ou de tu. Donc la 
limite de 

est iiF(x). Doublant ce résultat, on aura la limite de 

et , par conséquent , pour toutes les valeurs de x pour les- 
quelles F(x) est continue , on a 



'''''=iXlXl^"'""' 



121. Si F(3;) passait brusquement de la valeur A à la 
valeur B, pour une certaine valeur particulière de :r, il 
faudrait supposer F(x — w) ^ A , F(x -f- m) = B, et 
considérer les deux intégrales 

au lieu de l'intégrale unique 
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(!t l'on voit ({ue la Umite, au lieu d'être nF(x), serait 

(A-t-B) ,, , ,, , , 

Il -' : d ou 1 011 conclut que pour ces valeurs particu- 
lières de X, la formule (i) donnera pour F(a:) la demi- 
somme des valeurs que preud cette fonction pour deux 
valeurs de x, l'une plus grande et l'autre plus petite que 
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qu'elle prend daiis le même intervalle. Or 

i ^liup(x—a.)lia-= — I xap{x — a)rfot 

P 
= — -cMp(' —x) = — ^cosp [a ~ x), 

I désignant l'intervalle — 

Pour le second intervalle, il faudrait changer a en 
a _| , ce qui ne changerait rien au résulut de l'inté- 
gration que nous venons d'effectuer; et il en serait de 
même pour tous les intervalles suivants : ce résultât sera 
constamment 

cos^ (a — x). 

Pour la première moitié de l'intervalle i , il sera multiplié 
par une moyenne entre les valeurs de 9)(o:), dans cette moi- 
tié j pourla seconde, par une valeur moyenne de f (a) dans 
cette seconde moitié , puis on devra retrancher ce second 
produit du premier. Le reste sera donc moindre que le 

produit - coap(a — x) par la différence de la plus petite 

et de la plus grande valeur de f(a) dans l'intervalle i que 
l'on considère. Mais i tendant vers zéro à mesure que p 
augmente , les deux facteurs de ce produit sont infiniment 
petits, et le produit est un infiniment petit du second 
ordre. Donc l'intégrale prise depuis a jusqu'à l'infini 
tend vers zéro en même temps que p augmente, quelle 
que soit la valeur finie de a; ftc que nous nous étions pro- 
posé do démontrer. 
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Expression d'une fonction périodique arbitraire en 
série trigonométrique , au moyen d'intégrales définies. 

123. Si l'on désigne par u un arc quelconque, on sait 
que l'on a 

f + cos(i + cos2u + cos3«-l-. . . + cosmu^^—- r-p-2 — • 

Changeons u en x — a, multiplions par une fonction 
arbitraire F(a), et intégrons, par rapport à a, cnlrc 
deux limites quelconques aelb; nous aurons 

U f F(«)rf«+ f F{a)cosix-«)fi<i+ Ç F(a)co82{*-a}rfa+. . . 

On voit que rien ne serait changé dans les deux membres 
si l'on augmentait x d'un multiple quelconque, positif 
ou négatif, de 27r, et que, par conséquent, ils r^ré- 
sentent une fonction périodique, dont la période est stt, 
quel que soit d'ailleurs le nombre entier m. Or, lorsqu'on 
fait croître ce nombre indéânïment, le second membre 
tend vers une limite qu'il est facile de déterminer, et le 
premier membre sera le développement en série, de la 
fonction qui exprime cette limite. 

On remarquera, comme dans la question précédente, 
que l'on peut se borner à considérer les valeurs de a infi- 
niment voisines de celles qui rendent sin^ (x — ac)=:o, vu 
que l'intégrale tendrait vers zéro, à mesure que m aug- 
menterait, pour tout intervalle dans lequel sin^ (a — x) 
resterait une quantité finie. Il faut donc se borner aux 
valeurs de a qui diirèrent infiniment pen des suivantes : 

X, xzht.n,. . ., -czt: a*jr, ère. 
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Soit .r une valeur quelconque comprise entre a et b, et 
supposons que b — a soit tout au plus égal à an^ on con- 
sidérera seulement les valeurs infiniment petites de « — x\ 
on pourra alors remplacer sin ^ (« — x) par j (a — a^) , et 
le second membre de l'équation (i) devient 

W /"" FW !!'L(°'+i)(— ■«! ^(. _ ,,, 

e étant infiniment petit ; on , en faisant et — x^w, 



Si F (a) est continue dans le voisinage de X, on pourra ' 
remplacer F(x •+■ w) par F(x), et l'on aura seulement 

(3) FHJ^ "-J."'-±JÎÎj„. 

et cette intégrale n'ayant de valeur sensible que pour des 
valeurs infiniment petites de &>, lorsque m croit indéfini- 
ment, on peut, sans inconvénient, étendre ses limites jus- 
qu'à — 00 et + 00 , ce qui facilite l'intégraUon , et l'on 
trouve pour résultat r.. La limite du second membre étant 
itF(j:^), on a la formule suivante : 



.FW = ijr*F(,)rf,+2"X'F(a) 



(4) rfW=:ij FWrf'+2]. j^ F(a)c<»«(*-a)rf«, 

qui donne le développement deF(x} suivant une série 
dont le terme général est de la forme 



Il nous reste à faire qu<'lques observations propres k en 
Çne.r le véritable sens. 
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lâi. Si l'on donne à x une valeur telle qu'entre a et 6 
il ne tombe aucune des valeurs renfermée* dans l'expres- 
sion x± s^ir, h étant nn nombre entier quelconque qui 
peut être aëro , l'intégrale (2) est nulle , et la série a pour 
limite zéro, pour cette valeur de x. Le lien qui aurait 
pour ordonnée le second menibre de l'équation (4), divisé 
par TT, se composerait donc d'abord dn lieu de l'équation 
y = F(x) entre x^aetx:=h^ reproduit indéfiniment 
dans les deux sens de l'ase des x; de telle sorte que les 
points correspondants seraient distants les uns des autres 
de 2Tr, et, en outre, de tontes les parties de l'axe des x 
comprises entre ces courbes successives. 

Si l'intervalle h — a est égala air, le lieuj':=F(a:), 
construit entre x = a et X:=h, se reproduit à la suite 
de lui-même indéfiniment, et tous les points correspon- 
dants seront distants de 2n. 

12s. Si X est ^al a une des limites de l'intégration, 
à a par exemple, rintervalle b — a étant encore égal à 
an , l'intégrale (2) ne sera prise qu'entre o et -|- e , quand a 
sera dans le voisinage de a, ce qui donnera ^ F(a). Mais, 
quand ce sera dans le voisinage de 6, qui est égal à a + 271 , 
sin 7 (a — x) sera encore infiniment petit ; et si l'on pose 
a ^ a + 2tt — M, on aura 

sinH"-.r) = sin^' 



qu'on remplacera encore par — On aura ainsi une nou- 
velle intégrale qui sera égale à fF(&); d'où l'on voit que, 
loTsqu'<m donne k x une valeur égale à l'une quelconque 
des limites de l'intégration , la série donne la demi-somme 
des valeurs de V(x) relatives aux deux limites. 

1â6. Si pour une valeur de x comprise entre a et b, 
F(j::) n'est pas continue, et passe brusquement de li valeu* 
m à la valeur n , il faudra dans l'intégrale (3) supposer 
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F(x) = m emre — eeto, ei F(^) = h entreo et +e, 
ce qui donnera pour résultat 7 (m + n). Ainsi , pour une 
valeur de x qui rend F(x) discontinue , la série donne la 
demi-somme des valeurs de F(x) qui correspondent à 
cette même valeur de x. 

127, Nous avons suppose que la dilTérence des limites 
a , b était tout au plus ^gale à aïr. Voyons ce qui arriverai^ 
si cette différence était plus grande que air , et que la fonc- 
tion F(a) fût donnée arbitrai remept dans cette étendue ; 
supposons, pour fixer les idées, que l'on ait b — a^2Tc-\-d, 
â étant plus petit que air. Pour toute valeur de x com-r 
prise entre a et n + <} , sin y (iz — x) deviendra nul pour 
DE ^ j: et pour « = aîr + x ; on aura donc à considérer 

dans l'intégrale | les valeurs de a dans le voisinage de x 

et de 2Jr + x, et, par conséquent, on trouvera pour valeur 
de cette intégrale relative à ces valeurs de :r, 

df uième pour toute valeur de x comprise entre b — tî 
cl b, on trouverait pour valeur de rinlégrale. 

Pour les autres valeurs de x comprises entre aetb, l'inté- 
grale aurait simplement pour valeur F(x). On voit ce 
qui arriverait si è — a renfermait un nombre quelconque 
de fois an, et que la fonction F («) fût donnée dans toute 
cette étendue. Ce n'est donc qu'en prenant 27: pour diffé- 
rence des limites de rint^raiion , que la série représen- 
tera la fonction elle-même F(x) pour toute valeui' de x 
comprise entre ces limites. Dans tous les cas, la fonction 
cepréscntée par la série aurait pour pénode 371. 

Si la fonction F(a) est périodique, que ansoit l'élendue 
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de la période, et que b — a soit ua midtiple de aie, la 
série représentera évidemment 7rF(.r) multiplié par le 
nombre de fois que h — a contient qtt ; en divisant donc 
par ce nombre, on aurait encore i:F(x) comme si l'on 
avait intégré entre a et a 4- at. 

138. Si l'on suppose a = o,&:=3Tr, la formule (4) 
donne, en divisant par tt, 

(5) f{^} — ~j "'F(«)rfa + i2 r''"F(a)cOï».(* — «)rf«. 
Si l'on fait a= — tt, fi^ + ir,on obtient 

(6) FW=^j["rWd.+i2'"j'^]^rW=" "•('-«)''■■■ 

On peut ainsi développer en une série qui procède suivant 
les sinus et cosinus des multiples de x, ime portion d'une 
fonction quelconque F(^) comprise entre x = o, z = ait, 
ou X ^ — H , .r ^ + T T et qui peuvent se composer elle»- 
mémes de plusieurs parties appartenant à des fonctions de 
formes tout à fait différentes. Mais cette portion se repro- 
duit indéfiniment dans les deux sens ; de sorte que , pour 
les valeurs de x en dehors de ces limites, la séné n'a 
aucun rapport avec les valeurs que prendrait F(x), d'a- 
près la forme de cette fonction. Si, par exemple, ^:=F(x) 
représente une parabole , la série , à mesure que x croîtra 
positivement ou négativement, reproduira périodique- 
ment l'arc de cette parabole compris entre x = — tt , 
X = 7t , et nullement la parabole indéfinie. 

129. On peut donner plus de généralité aux formules (5) 
et (6), en supposant que la fonction à développer est don- 
née dans un intervalle quelconque a/ au lieu de 21t. 

Or, si l'on fait x = -r- > et a = -y- 1 les fonqules en 
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questioD donneront 

ou, en représentant FI y) par ^(z), qui sera une fonction 

arbitraire de z, connue entre o et a/, ou entre — /et -4-/, 
et remplaçant z par la lettre x, qui est plus gëuéralement 
employée , on aura les deux formules suivantes : 



U{- 



1 r" 

''^ixr'''"'"" 



130. Si la fonction f{x) est telle que l'on ait 

,(-*) = ?{*), 
m obtiendra 

j_^ T(«)sii.«^rf« = o, 

T"^' jr« r' ITï 

I ï(«)cosmy'/c = aJ f(a)TOS/»y./a 
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la formule (8)devient alors 

(tH=7 f rM'i' 

ei de même la formule (6) deviendra 

I +5) cosmj / ip{a)cosmarfa. 

431, Si l'on avait, au contraire, y( — x) = — f(.^)i il 
en résullerait 

I f((t)cos'n-T-'/a = O, 

X-b' ira f' îta 

la formule (8) se réduirait à celle-ci : 

et la formule (6) k la suivante : 

(la) y[j)=^2"9iiimW y(a)sin/narf«. 

132. La foimnle (8) représentant une fonction arbi- 
traire entre x = — / eta; = ^, il suffira de faire croître/ 
indéfiniment et de passer à la limite, pour avoir l'expres- 
sion d'une fonction quclconnue depuis ,r t= — oo jusqu'à 
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Nom allons montrer comment le signe D se changeant 
en un signe d'intégration, on retrouve ainsi la formule 
que nom avons démontrée d'abord, et qui renferme deux 
intégrales définies. 

Nous supposerons, pour ëTÎter toute difficulté, que ^(œ) 
ne devienne jamais infini , et «oit nul pour x ^ — oo et 
j; = CD ; de sorte que la courbe représentée par y = rf(x) 
finit par s'approcher indéfiniment de l'axe des x, lorsque 
X croit indéfiniment, soit positivement, soit négative- 
ment. 

Le premier terme du second membre de l'équation (8) , 
- 1 /•+' 
— I 9(a)(ia, tendra vers zéro lorsque l croîtra sans 

limite, et il suffira de considérer la seconde partie de ce 
même membre, qui peut être écrite comme il suit, en 

posant 7 = £ ■ 

l- 1 f{a)cùi€{x-a)da + - j f{a)ciM2*{s-a]da+... 



^X 



^tt)cmmt{x'Ct)da+... 



Or, si l'on fait ms:=p, on peut regarder^ comme une va- 
riable à laquelle ou donne successivement des accroisse- 
ments égaux à E dans la fonction générale 



/: 



^(a)cos;)(x 



et en multipliant, pour chaque valeur de />, cette fonction 
par l'accroissement de p, la somme de tous ces éléments 
depuis p = o jusqu'à p infini no sera autre chose qlie l'ex- 
pression (i3) multipliée par n. Si maintenant on fait crôi- 
ire/ indéfiniment, « tendra vers zéro, et la somme (liî) 
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tendra tots l'intégrale 

L'équation (8) conduit donc ainsi à la suivante : 

('4) ?W = ;X '^pj_ji^''^^p^'~'^'^'^' 

ou, en prenant pour limites de p, — » et +co, ce qui 
double l'intégrale, 

(,5) ^{j:)= ~J^JpJ^j!(o)cospis-a)da; 

et ces formules ont lieu pour toutes les valeurs de j:, de- 
puis — 00 jusqu'à 4- 00. 

Elles ne lïfiïrent pas de celle que nous avons démontrée 
primitivement. 

133. Danslecas où(f(— x) = 9(.r), on a 

I f(a]sin/Ja(/«= O, 

r f(a)cOS/W«*< = 2 / ^(a)C0S/>S<rf«, 

et les formules (i4) et (i5) serédmsent à celle-ci: 

(16) >f[x) = ^ 1 dpeospx j f(a)cos/w<A<. 

Si l'on a , au contraire , ç ( — x) = — y (a:) , on trouvera 

(15) <f{x) = ^ j dpûopsj ,.(«)sin/>a<ix; 

et réciproquement, si l'on emploie les formules (16) 
oa(i7), le second membre se formera par les valeurs 
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de (f(x) relatives à x positif; et quelles que soient le» va- 
leurs de f( — x) d'après la nature de la fonction ^, ces 
formules donneront pour x n^aUf , <f(x) pour la pre- 
mière , et — 9 (*) pour la seconde. 

Toutes ces ÊMmulea , qui servent à rqu'ésenter des fonc- 
tions entièrement arbitraires, données entre des limites 
finies ou infinies de la variable, sont de la plus grande 
uUlité dans les applications de l'analyse aux questions de 
physique ou de mécanique moléculaire. 

Si l'on avait à exprimer d'une manière analogue une 
fonction de deux variables xety, on la cousidércrait d'a- 
bord comme fonction de x, y éUnt traité comme une 
constante , et l'on ferait us^e des formules ci-dessus. La 
fonction If («) contiendrait alors j' et pourrait, par consé- 
quent, s'exprimer par les mêmes formules, ce qui dou- 
blerait le nombre des signes d'intégration ou de somma- 
tion;etl' on agirait de la même manière pour un nombre 
quelconque de variables. 

Exemples divers. 

134. Proposons-nous d'abord de développer en série 
trigonométrique une fonction qui est ^ale à une con- 
sUnte entre x = o,j: = ^,etàla même coustaute chan- 
gée de ugn«, enta^^^o, x=: — /. Il suffira évidem- 
ment de prendre cette constante égale à l'unité, et l'on 
passera ensuite à toute autre valeur, par une simple mul- 
tiplication. 

Kou* supposerons doDcqi(x) = i dans la formule (ii), 
et nous aurons 



2 ^1 . mitx: /■' . m. , 2 ■ri l ■ 



Or, pour m pair, i — roSfftir= o; et pour ni impai 
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- cosmfT = * ; d'où l'on conclul 



i/ . vx 



-1- =sin3-T- H 



ce qui est la formule demandée. La fonction indéfinie est 
périodique , et l'ampKtude de ia période est ni. 

135. Déreloppoiu maîntmant la foncticm qui ferait 
^ale à X enVK les limitei — / et + ^> 

Comme on b alors ç(— :e) £=-— ç(j:), il fam faire 
.tisagedelafonnale(ii), et l'on trouvera 



' = 7Z,"°"tJ. " 



ou, en effectuant l'intégration, 
il l . nx 1 , itx 1 , 



-j.. 



,«n4V+-- 



Mais si l'on voubit que la fisuction fût ^ale â x, entre o 
et /, et à — j; entre oet — /, on aurait y f — a;) = (f(;r), 
et il fan(faiit employer la formsie (9). On aurtU aloro 

ou , en effectuant les intégrations , 

I ii/ irx i „irx i _ itx , i irx \ 

(A)^ = --^(^cos-+5-,cos3-^+g-,cos5-+-cos7--t-...j. 

Ces deux formules (a), (i), représentent la même valeur x 
entre oetl^ mais cdles ont des valeurs égales et de signes 
contraires entre o et — /: elles ont d'ailleurs l'une et 
l'autre 2/ pour période. 

On voit par là que les lieux dont ces développements 
seraient les ordonnées auraient des parties de longueur 
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finie qm coïncideraient, et d'autres parties qui seraient 
différentes pour l'un et l'autre. 

136. Cherchons maintenant l'expression en série de 
l'ordonnée du trapèze isocèle AMNB, dont la base AB 
est égale à ;i , et qui est tel que depuis A jusqu'à l'ahscisse 
AP^a, on ait j'=:x} depuis P jusqu'à Q, ^j'^ a, et 
depuis Q jusqu'à B,jr^Tt-~-x. Supposons , de plus, que 
l'on àtf( — x)= — 9{j!r) entre — n et +71. 

U faut, dans ce cas, iaire usage de la formule (i a), et 
l'on trouvera, toute réduction faite, pour expression de 
l'ordonnée^ de ce contour, 

in5asîn5j;+. . . j- 

Si l'on suppose ix ^ -i le trapèze se réduit à un triangle 
isocèle A06, et l'équation de cette ligne brisée sera 

y = ~\X — =;SÎn3j + =; SinSx Siu '7Z + ' ■ - 1 ■ 

ir\ 3> 5= f ' / 

137. Coniidërons maintenant des fonctions données 

depuis :r = — <xi jusqu'à x^aa. 

Supposons que l'on doive avoir_j' = e~', depuis x:= o 
jusqu'à x=eo , ety=e', depuis x^o jusqu'à x= — »; 
on aura alors la condition «( — a:) =if(x), et il faudra 
faireus^edela formu]e(i6). Elle donnera 
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Et, en eifet, nous avons déjà eu occasion de reconnaitre 
que celle expression est équivalente à e~' qaand X est po- 
sitif, et à e' quand x est négatif. 

138. Terminons ces exemples par le cas d'une fonciîon 
qui soit égale à l'unité pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre — 1 et + i > et nulle pour toute autre va- 
leur de X. 

On a, dans ce cas, <f( — x) = if(x), et l'on aura re- 
coursàla formule(i6). 

Or, la fonction étant nulle depuis x= 1 jusqu'à x=oo , 
l'intégration donnera zéro dans toute cette étendue, et, 
par conséquent, il suiEt de la considérer entre les limites o 
et j ; ce qui donnera 

2 r* r' 

y = - I dpc<apx 1 coipada; 
et comme on a 

/COSPado ^ ^1 
P 

on en conclura 

et l'on a ainsi une expression qui est égale à 1 pour toute 
valeur de x entre — 1 et -1- i , et égale à zéro pour toute 
valeur de x en dehors de ces limites. Il est d'ailleurs facile 
d'en faire la vérification. En effet, on a 

/■"«n^cos^ /-" sin(:t+.lp r" si«(x-,);. 

J, ■ P J* P J, P 

Or, si l'on a x [> 1 , les deux intégrales qui entrent dans 
ie second membre sont égales à - > et les deux termes se 

détruisent. 11 en est de même si x <; — 1 ; ce qui prouve 
d'abord que l'intégrale en question est nulle pour toute 
valeiu- de x qui est en dehors des limites — i et -|- i, 
2* édit, 1 2 
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Si maintenaiit x est cnUt! — i «i + 1 1 les deux Iciiues 
s'ajoutent et donnent pour somme - 1 d'où résulie y ^^ i ; 
ce qu'il fallait vérifier. 

Intégration des équations aiLx différentielles parlielles. 

139. Nous avons vu comment on peut déterminer une 
fonction de plusieurs variables indépendantes, lorsque 
l'on connaît ses dérivées paniellei du premier oi-dre par 
rapport à chaque variable, tant an moyeu de ces varia- 
bles que de la fonction elle-même. Nous allons supposer 
maintenant que l'on donne seulement une équation où 
entrent ses dérivées partielles d'un ordre quelconque. 

Considérons une équation renfermant d'une manière 
quelconque les deux variables indépendantes Xij)', la fonc- 
tion z et toutes ses dérivées partielles qui ne dépassent 
pas l'ordre m ; elle pourra se mettre sous la forme 



' ' dx ilx' rf.r" elj- tly dy' dy-^ 

En considérant z comme fonction de x, on peut le dé- 
velopper par la formule de Taylor, ou par celle de Ma- 
clanrin , que nous emploierons comme la plus simple. 

L'équation ( i ) donnera la valeur de -3 — en fonction de 

x,y, z et des autres dérivées, dans lesquelles il y aura tout 
au plus m — I di fié rentia lions par rapport à x. En diS'é- 

1 1 1 '^"3 , rf**'z 

rentiant la valeur de -; — par rapport a x, on aura ; 

et s<m expression renfermera — ; 1 ainsi que sa dérivée par 
rapport ày. Mais si l'on remet, au lieu de y-^, sa valetu' 
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tirée de (i), on n'aura plus de dérivée qui d^atae l'ordre 
m — I par rapport à x. En contiDuant ainsi îndëSniment, 
on aura toutes les dérivées partielles par rapport à x, àe- 
puis la m''°"ju*ju'à l'infini, exprimées au moyen de j;,^, 2, 

j~'"*' j —i ' *' ^^ leurs dérivées par rapport à^ seu- 
lement. 

Il s'agit maintenant d'obtenir les valeurs de toutes les 

dérivées par rapport à x, quand on y fait ^ = o, ce qui les 

rend fonctions de y seulement. Pour cela, on observera 

. qu'en faisant x = o dans une fonction de X eljr, et difTé- 

rentiant par rapport à^, on a le même résultat qu'eu dif- 

féreutiant d'abord, puis faisant j: = o; ainsi — ■ ■ , , 

dans lequel on fait x = o , est identique avec — ~ — —, 

en désignant par l-^j cequedevient— quandonylkît 

jr = o. Il suit de U que toutes les dérivées de z par rapport 
à X, dans lesquelles on fera x= o, se déduisent de z et des 
m — I premières, et des dérivées que donnent ces m fonc- 
tions de_^ par rapport à^._ D'ailleurs , l'équation proposée 
laisse arbitraires ces m fonctious , et ne détermine que les 
suivantes. On pourra donc effectuer le développement de z 
par rapport à X, comme il suit : 

Y, Yi,..., Y„ii étant des fonctions entièrement arbitraires 
de _/. Et l'on pourrait démontrer à posteriori, comme 
dans le cas des équations difiTérentielles , que ce dévelop- 
pement donne identiquement la même valeur pour -j-j 
que l'équation (■)■ 
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140. Si au l!cu(l(; ^eu\ variables indépendantes, onen 
avait un nombre n quclconcjuc, ou pourrait toujours sup- 
poser la fonction développa par rapport aux puissances de 
x; il n'y aurait de difTércnce qu'en ce que Y, Y,,..., Y„_| 
désigneraient des fonctions arbitraires de toutes les varia- 
bles indépendantes, excepté x. 

m. Réciproquement, on sera assuré d'avoir l'in- 
tégrale générale d'une équation comme celle que nous 
considérons, lorsque la fonction et ses m — i premières 
dérivées par rapport à .r, dans lesquelles on fera x = o, 
pourront être égalées à des fonctions entièrement arbi- 
traires de toutes les variables indépendantes, exceptée; 
car, puisque l'intégrale donnée satisfait k l'équation pro- 
posée, tous les termes de son développement, à partir 
du m'*'"', se déduisent des m premiers , de la même ma- 
nière que dans le développement de l'intégrale générale. 
Or ces m premiers sont identiques dans les deux déve- 
loppements; donc tous les autres le sont, et la fonction 
donnée ne diilcre pas de l'intégrale générale. 

142. Nous avons supposé l'équation du m""" ordre 
complète; mais il suffit évidemment, pour que nos raison- 
nements subsistent, qu'en la résolvant par rapport au 
coefficient différentiel de l'ordre le plus élevé de la fonc- 
tion, pris par rapport à une variable seidcment, il n^entre 
dans son expression aucune quantité où il se trouve un 
nombre aussi grand de difi'érentiations par rapport à la 
même variable. Dans le cas particulier où cette circon- 
stance ne se présenterait relativement à aucune des, va- 
riables, le développement ne pourrait plus se faire de la 
même manière, et nous nous écarterions de l'objet de ce 
cours en nous en occupant d'une manière générale. 

143. Si les coefficients diiférentieb les plus élevés par 
rapport à .r et ^ ne sont pas du même ordre , le dévelop- 
pement ne renfermera pas le même nombre de fonctions 
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arbiuaires , si on l'ordonne successïv émeut par rapport 
à des variables dillerentes; mais ces fonctions ne ren- 
ferment pas les mêmes variables, et tous ces développe- 
ments sont au fond ideiititpies , puisqu'ils représentent 
tous la fonction la plus générale qui satisfasse à la même 
équation. 

m. Lorsqu'il n'entre que des dérivées prises par rap- 
port à une des variables , on regardera tontes les autres 
comme des constantes , et l'on aura à int^rer une équa- 
tion difl'érentielle à deux variables. Les constantes intro- 
duites par cette intégration seront considérées comme des 
fonctions arbitraires des variables que l'on avait regar- 
dées conunc constantes. 

Soit, par exemple, 

on aura 

=! = Y + Y,* 4- . . .-H ï— , J^- + T f^-, J-), 
f(Xfy) étant la fonction que l'on obtiendra en intégrant m 
foî»F(r,.r) par rapport à j:, et ï,..., Y„_, étant des fonc- 
tions arbitraires de^. 

146. Considérons maintenant l'équation 



rfar-rfr" 



--F{x,r), 



qui rentre dans lu cas où nous avons dit qu'on ne pouvait 
effectuer le développement par rapport aux puissances de 
l'une des variables. 

ai 1 on pose -— = h , on aura 



= Y-t-Y,^--J-... + Y„_,.r-'+ I F(x,r)<U' 
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Intégrant manitenant n fois par rapport ày, et observant 
qu'à chaque intégration totale il faut ajouter une seule 
fonction arbitraire de x, et que les intégrales de Y, ... , Y„^i 
seront de nouvelles fonctions arbitraires dey, on aura 

a= r dy Ç *ir-F(*,j-)-4-Y' + Y''x+...4-TWa:"- 

+ X+X,j--J-...-t-X,_,j-"-'. 

On voit que ce développement renferme des fonctions ar- 
bitraires de chacune des variables séparément. 

146. Appliquons la formule de Maclaurin à l'intégra- 
Uon de l'équation trèa-simple 



dx dy 

On en lire , en dillérentiant par rapport à x, 

dx" ~~ dxdy ffy ~ dy' 

d'z _ .d^z 



donc 

di., d'2., a'x-' rf"3, a-x' 

dy dy' 1,2 dy' 1.2. . .m 

Or le second membre représente le développement de 
la fonction dey représentée par z^, et dans laquelle ou 
change j' eny + ax. Comme d'ailleurs za est ime fonc- 
tion arbitraire F(r), on aura , pour l'intégrale cherchée , 

t = ¥{y -¥■ ax). 

On trouve ainsi une fonction arbitraire reofermant 
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donc pas une fonction arbitiaire par rapport aux tk?iix 
variables. 

Équations linéaires aux différentielles parliellts. 

147. Lorsque l'équatioD linéaire ne renferme pas de 
leruie indépendant de z et de ses dérivées , il est facile du 
voir que la somme d'un nombre quelconque d'intégrales 
particulières satisfait encore à la même équation. 

Lorsque, de plus, les cocfficieuis sont constants, on y 
satisfait par des expressions analogues à celles que l'on a 
trouvées dans les équations diflerenii elles. 

Si l'on considère, par exemple, une équation de l'ordre 
m, renfermant la fonction z et ses dérivées par rapport à j- 
et y, multipliées par des ccmstantes, on pourra posci- 
z ^ Ce"'"''^-'^; l'exponentielle disparaîtra , ainsi que C, 
par la substitution dans l'équation donnée , et il restera 
une équation du m''"" degré entre a et S. Elle pourra don- 
ner m valeurs de S en fonction de a:, si l'on en désigne 
une par f (a), on aura une solution de l'équation, en po- 
sant 



Les quantités k et C peuvent changer d'une manière quel- 
conque en passant d'un terme à l'autre de cette somme , et 
le nombre des termes est entièrement arbitraire; s'il est 
înûni , cl que C soit iini , on a une série ; maïs si C est inli- 
niment petit , et de la forme F(a} da , F désignant une 
fonction arbitraire , on a une intégrale prise par rapport à 
a. La valeur de z est alors z^/F(a)e"^''"-'*'''Wa, et ren- 
fermera une fonction arbitraire. 

148. lorsque les valeurs de 6 sont toutes linéaires par 
rapport .'i a , c'est-it-dire quand on a S = « « + ^, il est 
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facile d'exprimer, sous forme finie , l'iaiégrale générale 

de l'équation. 

En effet, une des valeurs de S donnera la série 

Or, C et a étant arbitraires , SCu°' représente une fonc- 
tion quelconque de Uj donc 2Ce"'''''T' représente une 
fonction arbitraire de «'+'■', et par suite de x + aj'. Si 
on la désigne par F(x + ayr), et qu'on raisonne sembla- 
blemeiit pour les m valeurs de 6 , on aura , en ajoutant ces 
m solutions , 

ï=e^F(x+oj-)+/.^F,{x-l-«,jr}+...+c*-.''F„^.(x-f-fl.„,j'). 

Cette expression renferme m fonctions arbitraires telles , 
que si Ton développait par rapport aux puissances de x, 
les m premiers coefficients pourraient généralement être 
égalés à des fonctions arbitraires de /. Elle représente 
donc l'intégrale générale. 

149. Appliquons cette méthode à l'équation 

d^ ~ "^ ^ — °' 

qUi détermine les mouvements vibratoires , soit des cordes 
élastiques , soit de l'air dans les tuyaux cylindriques. 
On posera z = Ce"'"^^, et l'on aura 

a' — o"6'=o, d'où «=±(16; 
par suite, 

L'intégrale générale est donc 

Les fonctions F, F, se détermineront facilement si l'on 

ilz 
counail s , -- pouc x := u. 
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Soient, en effet, 

'■ = "■''" (È), = »W' 

les fonctions F et F, devront satisfaire aux deux condi- 
tions 

Intégrons les deux membres de la dernière , et représen- 
tons / f{j)ffy par 'J' {y) 7 nous obtiendrons 

F(r)-F.(r) = ^'Kr) + c, 

C désignant une constante arbitraire. On tirede ces équa- 
tions 

la valeur générale de z, satisfaisant à toutes les condi- 
tions , sera donc 

^ ^ f{y^ax)-\-f(x—ax) ^ if(y-^ax)—if{y~ax ) 

Intégration des équations différentiettes partielles 
linéaires, par le moyen des intégrales définies. 

150, Nous avons dit tout à l'heure comment, en par- 
tant d'intégrales particulières, on pouvait en obtenir de 
plus générales, renfermant des fonctions arbitraires, et 
exprimées par des intégrales prises par rapport à des 
variables diflérentes de celles qui entrent dans l'équation 
proposée. Le choix que l'on doil faire pour la l'orme des 
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intégrales particulières doit être tel, que les fonctions 
arbitraires que l'on aura introduites puissent se dëtermi- 
ner facilement au moyen des données ; et ces données soiit 
ordinairement les valeurs que reçoivent la variable prin- 
cipale et quelques-unes de ses dérivées par rapport à une 
des variables indépendantes, lorsque Ton donne à cette 
dernière une valeur particulière. Considérons, comme 
premier exemple, l'équation 



{■) 



qui détermine le mouvement de la chaleur dans une barre 
prismatique, dont la surface latérale est imperméable. 

La question sera entièrement déterminée, d'après ce 
que nous avons vu, si l'on connatt la valeur de z relative 
kx^o. Soit donc donné 

(2) ^ = F{r) pour j: = o; 

on satisfera à l'équation (i) en prenant 

pourvu que n := — à'm}. On peut même, au lieu de j, 
mettre j- — «, puis multiplier par une constante arbi-- 
traire A , ce qui donnera la valeur particulière 

z = Ae-"'"'' cosra[7 — a). 

Faisons croître les constantes arbitraires m eta par degrés 
inQnimenl petits dm, dx , et supposons que A soit de la 
forme 

^désignant une fonction arbitraire ; la somme d'un nom- 
bre quelconque de ces solutions infiniment petites sera 
encone une solution. On aura donc une valeur plus géité- 
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raie de < en prenant 



-ffi 



/(a)c-''"''COSwi{j- — a)dmda. 



les limites des deux intégrales éiaui arbitraires. 
Or cette valeur de z se rédaït , pour x ^o, à 



fP 



'jlo.)cosni(x — a}dmiix. 



DonCjSil'onprend— «et +00 pour limites de ces inté- 
grales, on trouvera pour résultat 27t/'(^}; ce qui déter- 
miney(_7), puisque, d'après la condition donnée, on de- 
vra avoir 

2n/(r) = F(r). 

La valeur de z, qui satisfait à l'équaiion (i) et à la condi- 
tion (3), sera donc 



a'j: 



F{a]e~'''''cosm{y - 



et toute valeur de z qui satisferait à ces deux équations 
serait identique avec celle-ci , sous quelque forme qu'elle 
se présentât. Il ne reste plus qu'à cherclier si l'expres- 
sion peut être simplifiée. 
Or on a la formule 



£ 






il suit 



Lr- 



et, par suite, 



;jrj"(=^)".'w*. 
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expression qui ne renferme plus qu'une int^rale défîuie' 

Od peut lui donner une forme plus commode en po- 
sant 






6% d'où a=/±afl6v'«, 



da. :=± aa yxdi. 

Si l'on prend les signes supérienrs , les limites de S seront 
les mêmes que celles de a , et l'on aura 

(3) = = — / e~^'Fij- + ^^)de. 

Si l'on prenait les signes inférieurs, les limites seraient 
renversées, et, en les remettant dans le même ordra, on 
trouverait pour valeur de 2, 

qui ne diffère pas de la précédente, vu que 6 passe par 
toutes les valeurs positives et négatives , et que e~ ne 
change pas quand S change de signe. 

La solution générale de la question est donc donnée par 
l'équation (4). 

151. Soit maintenant 

'■" dx rf/' ' 

z étant assujetti à la condition 
(2) = = F(j') pour ar=0. 

Si l'on pose z ^ e'^w, l'équation (1) donne 
du ,rf=« 
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«t la coiiditioi) (2) conduit à la suivante : 

« ^ F {f) pour X = o. 

La détermination de u se ramène donc au cas précédent, 
et z s'ensuivra. 

152. Intégrons maintenant l'équation 



{0 



«'^ 



que nous avons déjA traitée par une autre méthode, et 
qui se rapporte au problème des cordes vibrantes, ajou- 
tons-y les deux conditions suivantes, pour déterminer 
les fonctions arbitraires 

(a) r = FW 



On satisfera à l'équation (1) en prenant 

X ^ Acoso/M^cos/w{ar — a), 

A, m, «étant des coustantes arbitraires. On aura une so- 
lution plus générale, en supposant A = f (a)tfmda, et. 
intégrant par rapport à et et m entre — «o et + «o , <f(«) 
désignant une fonction arbitraire. On aura ainsi 

Cette expression se réduit à a7ty(j:) pour ï = o. Donc, si 
l'on prend ç (a) = —, on trouvera F(aî) pour t = o; 
d'où l'on voit que l'expression 



^i££ 



ajdmrla 
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satisfait aux équations (i)et (■»); mais elle donne -~ = o 

pour f ^o, et, par conséquent, ne satisfait pas à la condi- 
tion (i). 11 reste donc à trouver une valeur de j' qui satis- 
fasse aux équations (i), (3) et devïennenultepour t=o; 
en l'ajoutant à celle que donne l'équation (3), on aura une 
valeur dey qui satisfera à toutes les conditions. 

On remarquera d'abord que si une fonction/ satisfait à 

l'équation (i)) les fonctions^, -— tetc, y satisferont éga- 
lement, ainsi que I ydt, lorsque — est nul pour r = o. 

Si donc on intègre par rapport à t l'expression (4) et 
qu'on y remplace la fonction F(a) pary((t) , on aura une 
solution de l'équation (i) qui, différentiée par rapport à t, 
se réduira à J'(x) pour ( := o , et qui , de plus , deviendra 
nulle pour ( = 0. On obtient ainsi l'expression 






qu'on peut d'ailleurs vérifier facilement. La valeur de y 
qui satisfait aux équations (i), (a), (3), et qui est la seule 
qui puisse y satisfaire, est donc 



-rr 



F(a)coso»jf C03»i{a; — a)dmdx 

.. .sinamf 
J[a) — cos m (t — a; dmda. 



Cbercbons maintenant si ces intégrales doubles sont ré- 
ductibles, et considérons d'abord la première. 
On peut remplacer cos amt cos m(x — et) par 

cosm{x-\-at — a) -4- cos m (j: — at — a) 
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<!i la partie que nous ccmsidéroDS du second membre de 
l'équation (5) deviendra 



Passons à la seconde partie, et remplaçons-y 

siiiirmfcosm(;i; — a] 
par 

smm(x+at—a) — aiam{x — ai—a) 
2 ' 

elle deviendra alors 

Or on sait que , quelque valeur qu'ait p, l'intégrale 

est égale à n lorsque p est positif, à — n lorsque p est né- 
gatif. 

Donc l'expression (6) sera nulle toutes les fois que 
x-^at — a et j:-^a( — a seront de même signe ; et par 
conséquent, il suffit de considérer les valeurs de a qui 
donnent à ces deux quantités des signes différents. Ces va- 
leurs seront déterminées par les ia^atités 

^■ + «— a>o, ,r — aï — a<o, 

si t est positif; et par 

a: + fl» — a < o, j: —. of — !!>■ o, 
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si t est n^atif. Les premières donoent 

«>*-./, «<* + «; 

les dernières donnent 

« > X + «, o < ar — fltf. 

Il suffira donc que l'intégration par raj^rt à a soit faite 
entre les limites :tr — at, x + at. 

Sit>o, x-^at — a sera positif, et l'on aura 

l'expression (6) se réduira alors à 

Sit-<o,a: + at — a sera n^atif ; on aura 

et l'expression (6) deviendra 

ce qui coïncide avec (7), qu'il suffit alors de considérer. 

Désignons ff{x)dx par ^{x), l'expression (7) de- 
viendra 

i/{x^at)-Hx-at) ^ 

et la formule (5) se réduit à la suivante : 

_ •e[x + at)+Y[x~at) ^ ^.(j + at) — .{.[j; — ar) 

Elle coïncide alors avec celle que nous avions trouvée 
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dt' ~^ dx' ~ 



m. ,93 

pr^ëdommcnt par un procédé plus siraple. Mais nous 
avons cm qu'il pouvait être hon de l'obtpnir par cette 
nouvelle voie, non-seulement pour faire une application 
de la métliodc des intégrales définies, mais parce cpie la 
réduction que nous avons faite des intégrales doubles 
offre des particularités qu'on rencontre dans d'autres cir- 
constances moins simples, où elles pourraient arrêter 
ceux qui ne seraient pas encore habitués à ce genre d'a- 
nalyse. 

153. Soit encore l'équation 

(0 

qui exprime le mouvement vibratoire d'une lame élas- 
tique. 

Ajoutons-y les deux conditions 

W r = FM 1 

(3) 

la question sera entièrement déterminée, et ne pourra 
avoir qu'une seule solution. 

On essayera d'abord de satisfaire à l'équation (1) par 
une valeur simple de la forme 

et l'on trouvera qu'il suffit pour cela que l'ou ait 

OD aura ainsi la valeur patticulièi'e 

X = A c08»'(cosn(-r — a), 

A , n, CL étant des constantes arbitraires. 

Supposant encore A^^(x)dadn, et intégrant par 
rapport à j* et « , entre — =c et -t- » , on aura une solu- 
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tion plus fféoévale de l'équation (i), exprimée par la for- 
mule 

X^j j f(a)coin'tcosn{x — o^dndtL. 

Si Ton y fait t^o, elle ae réduit à aj:(}>(x}; et, par con- 
séquent, on satisferait k la condition (a) en prenant 

Ainsi l'expression 

satisfait aux équations (i), (a), etdonne^=:opourl:=o. 

Il suffit donc de trouver une nouvelle valeur de (^) qui 
satisfasse aux équations (i), (3), et se réduise à zéro pour 
t = o ; en rajoutant à celle que donne l'équation (4) , on 
aura la solution cherchée. Or, si l'on intègre par rapport 
à t, entre les limites o et t, une valeur Aey satisfaisant à 

l'équation (i), et telle que-~- = o, pour t = o , le résultat 

y. satisfera encore. Si donc on intègre l'expression (4) par 
rapport à r, en remplaçant P par/", on aura une solution 
de l'équation (i), qui, dilTéreutiée par rapport à t, de- 
yieaA.T&f(x) pour t ^ o , et saùsfcra , par conséquent , à 
la condition (3). De plus , celte valeur de y deviendra 
nulle pour r ^ o , puisque l'int^rale est prise à partir de 
( =o ; donc, en l'ajoutant à celle que donne l'équation (4)î 
on aura la solution de la question proposée : on obtient 



(5) 



r~— / / F{a)cos«'(cosn(* — a)rf/irfa 
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La première partie de cette soluiioii petit être mise sous 
une forme plus simple eii eil'cctuant l'intégration par rap- 
port i n. 

En eHfet, nous avons fait connaître la formule 

jr^™s.'C<»rf»ft = y/j(CO.S. + ,[„«.); 

posant z = n^t, 6 = — jrr- 1 on conclura de l'équation 
précédente 

I coS'?'lcosn(r — a)dH 

La première partie de la valeur de^, qui donne la solution 
complète de la question, toutes les fois que l'on doit avoir 
— = o poor t = o , prend ainsi la forme suivante : 

r=-= (cose'-i-sine')F(:E+aev'0''^- 

V'ajrj— 0= 
154. Nous allons encore faire connaîtra l'intégrale 
d'ime équation qui se présente souvent dans les pro- 
blèmes de physique m a thématique. Mais il est nécessaire, 
auparavant, de résoudre une question auxiliaire qui con- 
siste à ramener à une intégrale simple l'expression 

(a) i i F(;c<>se-t-msin8tos'I<-l-«sinesin')<)sine(/flrf4i, 
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F désignant ujj.e function entièrement arbitraire; /, m, " 
des qitantit^â quelconques indépendantes de 9 et <^\ ces 
limites o, n se rapportant à l'angle â ; et o, an à l'angle ^. 
De sorte que ces deux angles, considérés comme coor- 
données polaires relatives à des axes rectangulaires, dé- 
termineraient successivement toutes les directions autour 
de l'origine. Cela posé, soient 

;=;co9e', m = -tsine'cosl', n = *sine'sin+', 



l'intégrale deviendra 

(b) I j V{Âcoip)sin9d9d^, 

p désignant l'angle formé par les deux directions déter- 
minées par les angles $, i^ et $', i^'. Or sinBi^d^ est l'élé- 
ment de la surface sphérique décrite de l'origine comme 
centre avec l'unité pour rayon ; et , d'après les limites des 
intégrales, on doit considérer successivement tous les 
éléments qui composent cette surface et les multiplier par 
la fonction T(k cosp) qui dépend de l'angle que forment 
les rayons vecteurs relatifs à ces divers éléments , avec la 
direction fixe correspondante ans angles 6', i^' déterminés 
par les équations 





& 


4-n 


'-+-«' 


«■coif 




m 




^1 


+ m 


'-^/I' 


f,inr 


_ 


" 





11 et donc bien éviJenl qu« l'iniégrale propos.-c ne dé- 
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yeiià pas de la direction particulière des axes; et, pour 
simplifier le calcul, nous choisirons pour axe des x la di- 
rection fixe dont il vient d'être question. IVous aurons 
alors p = B, et l'expression (b) devient 

r f F(*i:osfl}sinfl£^ed+. 

En intégrant par rapport à ^, un obtient 

expression qui devient, en faisant cos6 = p, 

de sorte que l'on a , quelle que soit la fonction F, 

1 I F (cosS + ot sin e cos^ + n sis S sin ^) un e (/S f/| 

*^' '^' .... , 

Telle est la transformation que nous nous proposions de 
faire subir à l'expression (a). 

155. Proposons-nous maintenant d'intégrer l'équalîon 

Nous aurons une intégrale particulière en posant 

„ _ git'-t-6r-t--/r-+-St 

« , 6, y, ^ étant liés par l'équation 
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Si l'on retranche les deux valeurs de ii, conespondanles 
au double signe de «, et qu'on multiplie par un coeffi- 
cient arbitraire, on aura encore une solution , qui pourra 
se mettre sous la forme suivante : 

Si maintenant nous transformons l'intégrale j e'^''^d\x 

au moyen de la formule (c) du numéro précédent, cette 
valeur de u prendra la forme suivante, M étant une con- 
stante arbitraire : 

Si l'on fait la somme d'une inlînité d'expressions sem- 
blables dans lesquelles les constantes €, /, J, M pourront 
prendre toutes les valeurs que l'on voudra , on aura en- 
core une solution de l'équation (i). Mais la somme 

sMc^f'-^""'*'e'''f-''"*^' ""*'"'*''«*''"'"'"•'''*•'" '"■'sinOrfflrf't 

peut, en choisissant convenablement les indéterminées 
M, 6, 7, 5, coïncider avec telle fonction qu'on voudra de 
.r + af COS0, y-f-atsindcosij', z -^at&\nBs\n'if. On aura 
donc une solution de l'équation (i) en prenant 



,v(j--ha<»in9e™^)pd(»-4-Bl«n»>iii^)jjj,, 



-vS!: 



/sin0«n<^ipF(x+a/cose, 7-f-(KMnecos+, ï+aisinflsiii^), 



F désignant une fonction arbitraire de trois varii 
pt le coofficieni j- étant introduit afin que, pour l 
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L'expression (a) donne donc une solution de l'équatiotL 
proposée, telle que pour t = o elle se rÀluit À o, tuvlis 
que sa dérivée par rapport â t devient une fonction arbi- 
traire de X, j, z. 

Si donc nous pouvions trouver une autre solution de 
réquatiou(i) telle, que pour 1 = elle devint égale à une 
fonction arbitraire de x^y, z, tandis que sa dérivée par 
rapport à t se réduirait à zéro, la somme de ces deux 
solutions formerait l'intégrale générale de l'équation pro- 
posée. Or, toute expression satisfaisant à l'équation (i) 
est telle, que sa dérivée par rapport k .t j satisfait de 
même; prenant donc une expression semblable au second 
membre de l'équatioa (3), et substituant à la fonction F 
une autre fonction arbitraire /, puis différcntiant le ré- 
sultat par rapport à t, nous aurons cette nouvelle inté- 
grale de l'équation (i) 



"4'""i. J. 



tsin9Md^f{x+atcosB,x-i-aiMB9coa^, z+arunSsin^). 

Or il est facile de vérifier que cette expression devient 
_/(x, j', z) quand on fait ( =t: o; tandis que sa dérivée par 
rapport à t devient nulle. 
L'intégrale générale de l'équation (1) est donc 

\a=^-j- 1 I (sinS(/fl(/'IiF(.E-|-a(cose, /+<ïfsînecOs4', t+fl'sinSsin^) 
J 4" J. J, 

tBn9iî9ii^/(x+atcos6, x+ «f sinBcos^, z+arsin4sin<f ). 



'-tMT 



et, p(iur(=:; 0, 


on trouve 
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L'intégrale est doDC mise sous la forme la plus eommodp , 
puisque les fouctions arbitraires qu'elle renferme sont 
précisément celles que l'on donne dans toutes les appii- 
cations aux questions de mouvement. Ce sont celles qui 
détmninent l'eut initial du système, c'est-à-dire celui 
qui correspond au temps t égal à zéro. C'est à Poisson 
qu'on doit la formule (3), qui est d'une très-grande utilité 
dans la physique mathématique. 

iS6. L'ini^rale que nous venons de trouver conduit à 
celle de l'équation plus générale 

,,, il'u jd'u i, *''" t*''" 

En efièt, si l'on pose 

X = ax', X = h'' > = «'. 
on obtient 

rf'a _ d'à d'à d'à 
Â^ ~ ^^ "^ ^' "^ dP"'' 

L'intégrale générale de cette équation sera donnée par la 
formule (3); et si l'on remplace ensuite x', y', z' par 

-■< T' -' on trouvera facilement 

1»=:^ 1 / rnna(ft(j<^F(x+ii/cose,/+i(siD9cosi|i, s+clsiaOsinf) 
1 il//*"/*" 

pour I ^ o, on aura 

» = /(■«, ï, '}. 

La formule (5) donne donc l'intégrale générale de l'équa- 
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tïon (4)) ^' 1^ fonctions arbitraires qui y entrent sont 
donn^, comme dans le cas précédent, par l'état initial 
du système. 

EUmiiuUion des fonctions arbitraires. 

iSl. Si one équation à trois variables x,j, z renferme 
un nombre quelconque m de fonctions arbitraires de x 
seulement , il suffira de la différentier m fois par rapport à 
y, en considérant X comme constant^ on aura ainsi m+i 
équations dans lesquelles entreront les m fonctions à éli- 
miner, sans qu'il se soit introduit aucune quantité qui en 
dépende; on pourra donc éliminer toutes ces fonctions, 
et l'on aura une équation aux différentielles partielles du 
m'*"' ordre. 

158. Mais si les fonction? arbitraires renferment x,y 
et 2 , il ne sutBra plus de différentier par rapport à une 
seule variable; et pour que l'élimination puisse se faire, 
il faut de plus que l'ou n'ait que des fonctions arbitraires 
de fonctions déterminées de x,y^ z. 

Supposons, par exemple, l'équation , 

f étant une fonction connue de j*, _^ , s , et_/'désignant une 
fonction arbitraire. 

En différantiant l'équation par rapport à x et jf succès- 



df d, \d^' d. '')-''' 




d1 df Id, d, \ 

"Hf'd^\d}*dl'']-°- 




tions renfermant /'et — ■ En 


les éli- 
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minant, on aura une équation aux diâërentielles partielles 
du premier ordre. 

Si 1 équation (i) avait été résolue par rapport kf, on 



159. Si l'équation donnée renfermait deux fonctions 
arl)itraires^'(f>),^i (f,) de fonctions données f, (f^ , les deu^ 

dilTérimtiatîons du premier ordre introduiraient — , ^, 

et les trois équations ne suffiraient pas pour l'élimination 
de ces deux fonctions, jointes kfetj'i. 

On différentiera alors les équations du premier ordre 
par rapport à x et y successivement, et l'on aura trois 
nouvelles équations , et deux fonctions nouvelles à élïmi- 

. d'f d'f, ^ , . , . 
net, savoir -r^ ■, -~ ■ On a donc six équationset six quan- 
tités à éliminer; ce qui ne peut encore se faire. 

En dilVéren liant les équations du second ordre, on in- 
troduira-^) -^i', et l'on obtiendra quatre nouvelles 

équations. Entre trois de ces dernières et les six précé- 
dentes on éliminera les deux fonciionsy, y, et leurs déri- 
vées jusqu'au troisième ordre-, on aura ainsi une équation 
aux différentielles partielles du troisième ordre, dans la- 
quelle il ne restera aucune trace des fonctions f el ft, et 
qui exprimera un caractère commun à toutes les équa- 
tions qui ne différeraient de la proposée que par la nature 
de ces fonctions. 

1 60. En général , si une équation a trois variables ren- 
ferme n fonctions arbitraires de fonctions déterminées de 
.r, y, z, en la différentiani successivement par rapport 
à x et^ jusqu'à l'ordre m iuclusivemeni , on obtiendra un 

nombre — '--^ : d'é<)ualions. et (»(+ i) n fonc- 
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lions à éliminer. Pour que cela puisse se faire^ il faudra , 
"m ait 

->" "" "'>3n — a- 

L'ordre de l'équation aux ditTérentielles partielles sera 
donc 3n — I . 

On agirait d'une manière analogue si le nombre des 
variables était supérieur à trois. 

161. Si les fonctions y, _/'i , etc. , n'avaient pas ren- 
fermé x,y, z, d'une manière déterminée par les fonctions 
connues cp, (f„ etc , on n'aurait pu les éliminer. 

Si, par exemple , une équation à trois variables renfer- 
mait une fonction / entièrement arbitraire de x et y, on 
introduirait, pour cbaqueordre de différentiatïon, autant 
de fonctions à éliminer que d'équations : l'élimination 
serait donc impossible. 

Mais si l'équation proposée renfermait quatre variables 
.v,y, z, u, en la diiTércntiant par rapporta z seulement, 
on n'introduirait aucune nouvelle fonction ; et par consé- 
quent on pourrait éliminer autant de fonctions arbitraires 
dexet^, que l'on voudrait; de même qu'en parlant d'une 
équation en j:, y, z , nous avons vu qu'on pouvait élimi- 
ner des fonctions arbitraires de x. 

Intégration générale de l'équation où les différentielles 
partielles n'entrent qu'an premier degré et au pre- 
mier ordre. 

162. Proposons -nous de trouver l'intégrale générale 
d'une équation enire des variables indépendantes en nom- 
bre quelconque, une fonction de ces variables et ses dé- 
rivées partielles, qui y entrent linéairement. Considérons, 
par exemple, une fonciion n des trois variables indépcn- 
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dsDtes x,j, z. L'équation donnée sera de la forme 



P, Q, R, S étant des foncùons quelconques de x,^, z,u. 
Si cette équaUon a une solution , comme nous le sa- 
vons d'ailteui-9, elle peut se mettre sous la forme 
f (x,jr, 2, u) = o, et l'on peut introduire la fonction <f au 
lieu de u, ce qui donnera à l'équation une forme symé- 
trique qui nous sera très-avantageuse. On aura, en eHet, 



du 


i 


du 




du 


dz 


dx 


rfn 


rfr~ 


d,' 


di 


du 










'è*" 


1- 


dz dtt 


o. 



Ainsi 9 = représentant une solution de la question , la 
fonction f des quatre variables x,y, z, u, considérées 
comme indépendantes, doit satisfaire à cette équation^ et 
réciproquement , toute fonction qui y satisfera donnera , 
en l'égalant à zéro , une fonction u de x, jr, z qui satis- 
fera à la proposée. Nous pouvons donc nous borner à cher- 
cher la fonction la plus générale de j;, ^, ^ , u qui satis- 
fasse à l'équation (a); et c'est ce que nous ferons au 
moyen d'une remarque importante que nous avons faite 
sur les intégrales des équations différentielles simultanées. 
Nous avons démontré , en effet , que si l'on représente par 
iji{x, y, z, i*)^C une quelconque des trois intégrales 
des équations simultanées 



dy _ 



-= n, -. = C, 
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on aara,qac1s que soient j-,_)', c, u, 

ax dy dz du 

donc la fonction iji serait une solution de l'équation (a) .si 
l'on pnmait 



c'est-à-<li re si ip était une des intégrales, résolues par rap- 
port aux constantes, du système 



qu'on peut écrire sous la forme abrég;ée 

[SI ^ — jL — "il — — 

^ ' P ~ Q — R ~ S ' 

On peut même remarquer qu'une fonction arbitraire F(iJ<) 
de la fonction if satisferait encore â l'équation (a), puisque 

sa substitution ne ferait qu'introduire de plus le facteur -jr-- 

Si donc oD représente les intégrales des équations (3) 
par 

^{x,y,z,u} = C, f (*,r,«, «)=C,, +,{x,j-, «,«) = €„ 

on aura des solutions de l'équation (i) en prenant une 
fonction arbitraire, soit de iji, soit de ip, ou <ji,. Mais il est 
facile de voir qu'il en serait encore de même si l'on pre- 
nait une fonction arbitraire des trois, F(i|i, iji,, ifi,). 

Car la substitution d'une pareille fonction au lieu de f 
dans l'équation (2) donnerait la somme des résultats que 
fourniraient sépai-ément i^f, '^,, ^t, pourvu qu'on multi- 
pliât le premier par-rr' le second par — > elle troisième 
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par-jj-- On aura donc uiic solutioa de l'ëquation (2) ou 

delà proposée en posant F (({i, tlji, (pi) = o, ou, ce qui est 
la même chose , 

F et y représentant des fonctions complètement arbi- 
traires, n reste à démontrer que c'est là l'inl^rale géné- 
rale; ou, en d'autres termes, qu'en donnant à x une 
valeur particulière , séro par exemple, on peut détermi- 
ner la foncliony de manière que u soit une fonction arbi- 
traire de_y et z. 

Soit x{jK) ^) une fonction choisie arbitrairement; cher- 
chons si l'on peut déterminer y de manière que l'équatïou 

(5) +,(o,j',î,»)=/[+(o,r,«,"), ^.{o,r,z,u)], 

soit satisfaite, quels que soient^ et z lorsqu'on remplace» 
par x(7i z)- Pour cela posons 

(6) Ho,x.^.u) = ., fi^.j-, .,<.) = «., x{y,') = '', 

et introduisons les variables indépendantes f et iv au 
lieu de y, r ; l'équation (5) devra avoir lieu quels que 
soient v ci w, quand on y aura fait les substitutions four- 
nies par les équations (€), qui donnent pour u , y, 2 des 
fonctions connues de v, iv. Représentant par i7(^, tv) la 
fonction connue à laquelle se réduit le premier membre 
de l'équation (5), on anrq alors ù satisfaire, quels que 
soient v et w, à l'équation 

ce qui détermine la forme de la fonction,/^ 

De quelque manière, au reste, qu'on élimine u,y, z, 
on obtiendra une équation qui renfermera la fonction y 
et la déterminera. L'équation (4) est donc l'intégrale gé- 
nérale de l'équation fi), puisqu'elle y satisfait, ei quu 
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pourx = o i^e donne pour u une fonction arbitraire de 
jet î. 

Cette méthode, due à M. Jacobt, et que nous avons 
exposée sur une équation entre quatre variables, s'ap- 
plique évidemment quel qu'en soit le nond>re, et il serait 
superflu de rien ajouter à cet égard. U ne nous reste qu'à 
en faire quelques applications. 

Intégration des équations aux différentielles partielles du 
premier ordre, qui représentent des surfaces cylin- 
driques, des surfaces coniques, des conoïdes et des 
surfaces de révolution. 



163. Nous commencerons par rappeler les équations 
finies et les équations différentielles de ces surfaces. 

Équations ^nies de ces surfaces. — Une surface cylin- 
drique est celle qu'engendre une droite qui se meut paral- 
lèlement à une direction fixe , en s'appuyant constamment 
sur une ligne donnée, qui est nommée directrice. 

Soient 

'V{^,y,z) = o, F,(ar.r,*) = o 
les équations de la directrice, et 



celles d'une génératrice quelconque, a et & étant constants, 
et tt, € variant d'iue génératrice à une autre. La condi- 
tion de la rencontre de cette génératrice et de la directrice 
s'obtiendra en éliminant x, j, z entre leurs équati(»sv 
d'où résultera une équation de la forme 

f(«, e) = o. 

On aura donc l'équation du lieu des génératrices en élimi- 
nant a , € entre cette équation et celles de la génératrice ; 
ee qui donne, pour l'équation générale des surfaces cv- 
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lmdri({ues, <f pouvant désigner uiie fonction quelconque, 

•(3: — "i, y — bt) ^ o, 
ou , en la résolvant par rapport à ^ — az, 

X -«.=/(/-«.). 
On peut d'ailleurs vérifier que, quelle que soit la fonc- 
tion J\ celte équation représente une surface cylin- 
drique. 

liîi. Une surface conique est celle qu'engendre une 
droite qui passe par un point fixe et s'appuie sur une 
Wpie donnée. 
Soient 

nx,y,7.) = o. F,{*,j-,») = o 

les équations de cette directrice, et a, 6, y les cooi'don- 
uées du point fixe-, les équations d'une génératrice quel- 
conque seront 

j: — a = B (l — 7), 7 — e = é (3 — 7J , 

a et 6 variant d'une génératrice à l'autre. Pour que la 
directrice soit toujours rencontrée par la génératrice, il 
faut que ces quatre équations aient lieu en même temps; 
d'où résulte, en éliminant x, j, z, l'équaUon de con- 
dition 

,(a, 4) = o. 

L'équation du lieu des génératrices s'obtitoidra en éli- 
minant a et b entre cette équation et les deux précé- 
dentes ^ ce qui donne, pour l'équation générale des sur- 
faces coniques, 



^(^^y 
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et l'oii vérifierait encore que, quelle que soit la fonction/', 
cette équation représente une surface conique. 

163. Un couoïde est U surface engendrée par une 
droite qui se meut parallèlement à un plan fixe, et qui 
rencontre constamment une droite et une courbe données. 
Prenons la droite donnée pour axe des z, et le plan fixe 
pour plan des x et y, et soient 

f{j=,y,^) = o, F,(^,/,î) = o 

les équations de la courbe donnée; celles delà génératrice 
seront de la forme 

* = a, y = bx. 

Eliminant X, j^, z entre ces quatre équations, on aura 
un^^équation entre a et h, (^\ exprime la dernière con- 
• ditiôn à laquelle la génératrice doit satisfaire. Soit a=ip(6) 
cette équation , on aura celle de la surface cherchée, en 
éliminant a et b entre elle et les équations de U généra- 
trice. 

On trouve ainsi 



La fonction (f est arbitraire, puisque F, Ft désignent 
des fonctions quelconqiies. D'ailleurs on vérifie facile- 
ment que, quelle que soit cette fonction y, l'équation pré- 
cédente est celle d'un conoïde. 

166. Une surface de révolution est celle qu'engendre 
une ligne quelconque qui tourne autour d'un axe fixe, en 
conservant avec lui la même position relative : de sorte 
que, dans ce mouvement, chaque point décrit un cercle 
dont le centre est sur l'axe et dont le plan est perpendi- 
culaire à cet axe. 

Prenons l'origine en un point de l'axe , et soient 

F[.r,.r,î)=0, T.[a:,y;z) = o 
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les équations de la génératrice dans une de ses positions; 
celles de l'axe seront de fa forme 

. = ,., f^H. 

Un quelconque des cercles de la surface aura pour équa- 
tions 

X' + j' + s' = R% s-hax +6x = C. 

Pour qu'il y ail un point commun avec la courbe généra- 
trice, il faudra que R et C satisfassent à l'équation qu'on 
obtiendra en éliminant x, y, z entre les quatre équations 
de ces lignes. Soit cette équation de condition 

,(R% C) = o, 

on aura celle dii lieu des cercles ou de la surface de révo- 
lution, en éliminant K et C entre cette équation et celle 
d'un quelconque des cercles; on trouve ainsi 

lix' -H /' + z', t + ax-i- bx) = o, 

OU 

*' + /" + «'= /{a + <ï.r + bx). 

Si l'on transporte l'origine en un point quelconque dont 
les coordonnées , par rapport à la première, soient — se , 
— 6, — y, l'équation générale de* surfaces de révolution 
aura la forme 

(x-^y + {ï~è)' + {z-y]'=/[^-y+a{2^-<z)+b{x~€)]. 

167. Leurs équations avx différentielles partielles . — 
Les surfaces cylindriques jouissent exclusivement de cette 
propriété, qu'en cbacun de leurs points le plan tangent _ 
est parallèle à une droite fixe, dont ta direction est celle 
des génératrices. 

Soient x = az, y^bz les équations qui déterminent 
celte direction, et z = F(x, j) l'équation d'une surface. 
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Sou plan tangent au point {x\y\ z) aura pour équation 

Pour qu'il soit parallèle à la droite donnée, quel que soit 
le point de rontaot, il faudra qu'on ait 

' = '% + ''%■ 

L'équation génétale des surfaces cylindriques est donc 

168, I,a propriété caractéristique des surfaces coniques 
est que leur plan tangent en un point quelconque passe 
par un point fixe. Soient «,£,)' les coordonnées de ce 
point; l'équation générale du plan tangent à une surface 
étant 

dz' „ rfï' , „ . 

■-'=£=<'-'' + ^<-'--^)' 

le plan tangent passera constamment par le point fixe, si 
l'on a , pour tous les points de la surface, 

l'équation générale des surfaces coniques est donc 

169. Le i^an tangent à un coiuMde devant contenir la 
génératrice menée au point de contact, coupera l'axe des z 
en un point dont le z sera égal à celui du point de con- 
tact, si l'on suppose les axes choisis comme précédem- 

"4. 
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ment. L'équatiuit tlu plan tangent 



devra donc iHie satisfaite par x ^ o, j = 
qui donne , pour tout point de la surface , 



L'équation générale de tous les couoïdes , quelle que 
soit la coiu'be directrice, est donc 



170. Les stU'faces de révolution ont pour propriété 
caractéristique, que la normale menée en un quelconque 
de leurs points rencontre leur axe. 

Soient 

X = az + it, y = èz + è 

les équations de l'axe. Une normale à une surface quel- 
coufpie a pour équatious 

/&' riz' 

.,_.. + _,._..) = „, ,,._,.+_(,_..,=„, 

pour qu'elle rencontre Taxe, il faudra que l'on ait la con- 
dition 



dz- dz' 

ilx' dj ' 

En réduisant cette équation, et supprimant les accents, 
on aura l'équation générale des surfaces de révolution, 
qui sera 
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On aurait pu déduire ces diverses équations diflëruu- 
tielles des équations en quantités finies , en éliminant la 
fonction arbitraire. * 

Nous allons voir réciproquement comment on peut 
repasser des équations dillérentielles aux équations on 
quantités finies. 

171, Intégration des équations de ces surfaces. Suf~ 
faces cylindriques. — L'équation difTérendelIe des sur- 
faces cylindriques esi , en po.sant — = p, — = y, 

D'après la tbéorie des équations aux dîÛ'érentî elles par- 
tielles du premier ordre, on posera les deux équations 
simultanées - 

dx dr 

T = f = ■"• 

dont les intégrales sont x — az:=C, y — bz = C,;d'où 
il l'é&ulte que l'intégrale de l'équation proposée est 

* _ «« = F{j- - bz), 

F désignant une fonction arbitraire, qui se déterminera 
par une condition particulière. Supposons d'abord que la 
surface cylindrique soit assujettie à passer par une courbe 
donnée, ayant pour équations 

pour qu'il soit plus facile de déterminer la forme de la 
fonction F, nous représenterons par une seule lettre la 
quantité qui s'y trouve soumise. Soit donc 

nous remplacerons partoutjpar ftz-|-M; l'équation de la 
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ïiirfac« deviendra 

^ ~ az= F(«), 
pt celles de la eourl>e se chaDgeront en 

/[X, bz + «, ï) = o, f.{:c, bz. + H, Z) = O, 

et il faudra que ces trois équations soi en [satisfaites par une 
infinité de valeurs de x^ z, u. Si donc on élimine x et z 
entre elles, Téquation en u devra être satisfaite, quel que 
soit », ou , en d'autres termes , elle devra être identique. 
On en déduira donc la forme de la fonction F, en tirant 
de cette équation la valeur de F(u). L'équation de la. sur- 
face 

:. ~ uz = Y{y - H) 

sera donc entièrement déterminée. 

On peut, du l'esté, se dispenser de résoudre, par rap- 
port à F, l'équation résultante de l'élimination. Car soit 

,[., FWJ = o 

cette équation; en y remplaçant u par _^ -r-bz cl l''(u) 
par X — az^ on aura , pour l'équation de la surface pro- 

tir — *»> ^ — az) = o. 
Si la surface cylindrique était assujettie à être circon- 
scrite à une surface donnée, on commencerait par déter- 
miner les points de cette surface pour lesquels le plan 
tangent est parallèle à la direction donnée des généra- 
trices , et il suffira , pour cela , d'exprimer qu'ils satisfont 
à l'équation dIRérenticlle de la surface cylindrique. Cette 
ligne étant déterminée, le problème rentre dans le pré- 

172, Surfaces coniquas. — heur équation difléren- 
lirlle est 

(,c — =)/< +- \j — fij,/ ~ z — y. 
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On intégrera d'abord les équations 

dx dy di 

* — a~j- — 6~î — 7 
ce cpii conduit à 

î — 7~'a — 7 
«tl'int^raledei'ëquation proposée sera 

^Z' désignant une fonction arbitraire. 

Supposons, pour la déterminer, que la surface soit 
assujettie à passer par une courbe dont les équations don- 
nées soient 

F(j:,j,^) = o, F,(x,^,î) = o, 
on posera 



les équations de la surface et de la ligne donnée devien- 
dront 

^-=^=/{«), FlT,5-f-(,-7)«,.]=o, F,[^,eM-(,_7)«,,] = o. 

Ces trois équations devant avoir une infinité de solu- 
tions communes, si l'on élimine xel z , l'équation finale 
en u devra être identique , et la valeur que l'on en tirera 
pour^'(u) déterminera la forme de la fonction arbitraire. 

Si la surface conique était assujettie à être circonscriic 
à une surface donnée, on chercherait d'abord le lieu des 
points de cette surface qui satisfont à l'éqnation difiëren- 
tielle de la surface conique : le problème rentre alors dans 
celui que nom venons de résoudre. 

173. Conoïdes. — L'équation générale des conoïd<-s est 
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Les équations simultanées qu'il faut intégier sont donc 
dx dy dx ds 

X ~ y X ~ o ~ ' 

On eu tire z ^ a , y ^ bx, ael b étant les constantes ar- 
bitraires. L'intégrale générale sera donc 



f désignant une fonction arbitraire. 

Si l'on veut déterminer cette fonction par la condition 
que la surface contienne une courbe ayant pour équa- 
tions 

F(^,/,*) = o, F,(:r,/,z) = o. 

on posera - = u, et l'on remplacera j par ux dans les 

trois équations qui devront admettre une infinité de solu- 
tions communes. 
On aura ainsi 

* = ,(«), ¥{x,ux,*) = o, ¥.{x.ux,^) = o- 

Si l'on élimine xeiz, l'éqiution identique en u qui en 
résultera fera connaître la forme de la fonction cher- 
chée f(u). 

On agirait comme dans les deux cas précédents, si leco- 
noïde devait être circonscrit à une surface donnée. 

174. Surfaces de résolution. — L'équation différen- 
tielle de ces stU'faces est , en prenant l'origine en un point 
de l'axe, 

(7 — l>z]p — (x — az)^:= bx — ay. 

Il faudra d*abord int^rer les équations simultanées 

Hx — dy dt 

y — bz X — az bx — ay 
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{bx — ay) dx = (y — A«) rfa. 

Si l'on multiplie la première par a , lasecondepari,et 
qu'on les retranche, on trodve, en divisant par £j:^(i)', 

adx -+■ bdy := — dz, 
d'où 



Si maintenant on multiplie la première par x, la se- 
conde pàtjr, et qu'on les ajoute, on trouvera 

xdx -i- ydy + zdî = o, 
- d'où 

^' + /' + z" = c; 
l'intégrale de l'^oation proposée est donc 

X' + X' + s' = f(z + ai + by). 

Déterminons la fonction arbitraire, par la condition 
que la surface contienne la courbe ayant pour équations 

P(»,r,«) = o, F,(r,r,.) = o; 

pour cela, nous poserons encore 

z -^ ax -h by ^ u, 

et nous éliminerons , comme dans les questions précé- 
dentes , X, j, z entre cette équation , celle de la surface 
et celles de la courbe donnée ; l'équation finale eo u devra 
être identique , et déterminera ainsi la foactioQ/(u). 

On agirait comme dans les cas précédents, si l'on de- 
mandait que la surface de révolution fût circonscrite à 
une surface donnée. 
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Calcul des variations, 

175. Le calcul des variations a été conçu par Lagrange 
pour la résolution d'une nouvelle espèce de questions sur 
les maxima et minima. 

Dans les questions ordinaires, on donne la formed'une 
expression qui renferme une ou plusieurs quantités in- 
connues, et l'on ctierelie les valeurs maxima de cette 
expression , ainsi que les valeurs particulières des incon- 
nues qui y correspondent. 

Dans ces nouvelles questions, on donne l'expression 
d'une différentielle qui renferme des fonctions inconnues 
de X, ainsi que leurs dérivées d'un ordre quelconque par 
rapport à j;, ei l'on se propose de déterminer ces fonc- 
tions de telle sorte que l'intégrale , prise entre certaines 
limites, ait une valeur maximum ou minimum. 

Ainsi la différence que l'on aperçoit d'abord entre ces 
questions et les autres questions de maxima ou minima 
consiste en ce que les inconnues ne sont pas des valeurs 
déterminées, mais des fonctions de ta variable par rap- 
port à laquelle l'intégration doit être effectuée. 

176. La marche à suivre pour résoudre ces sortes de 
questions est la même que pour les autres. On suppose 
que l'on connaisse les fonctions cherehées , on les fait va- 
rier infî ni ment peu, en satisfaisant à toutes les condi- 
tions j et l'on exprime que, dans tous les cas, la valeur de 
l'intégralediminue, si elle doit être maximum, ou qu'elle 
augmente, si elle doit être minimum. 

11 faut donc commencer par donner lee règles générales 
au moyen desquelles on peut déterminer raocroissement 
infiniment petit des intégrales, et d'abord des quantités 
<{ui peuvent entrer sous le signe de l'int^raiion. Mais, 
nv.tui de nous on ri<:cnper, nous allons éelaircir ce qui 
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précède par la considération d'une question particu- 
lière. 

177. Étant donnés deux points fixes et une droite 
située dans le même plan, quelle est la courbe passant 
par ces deux points, qui, tournant autour de la droite 
fixe, engendre une surface minimum? 

Si l'on prend cette droite pour axe des X, qu'on partage 
en une infinité de parties la distance des projections des 
deux pointa , et que par les points de division on mène des 
plans perpendiculaires à l'axe, la surface engendrée sera 
décomposée en une infinité d'éléments, ayant pour ex- 
pression générale %icyds, et correspondants à toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites données Xi, Xt - 

II faudra donc que l'intégrale 1 jds augmente en pas- 
sant de la courbe cherchée à toute autre voisine. Et dans 
l'intégrale | y'ds', qui se rapporte à une quelconque 

d'entre elles, les éléments ^''t/*' peuvent se rapporter à 
des poinU de division de l'axe qui ne soient pas les mêmes 
que pour la première j il suffit que les limites soient les 
mêmes. De sorte que, si l'on voulait comparer les deux 
intégrales élément par élément, il sufSrail d'en mettre 
le même nombre de part et d'autre , et l'on pourrait éta~ 
blîr telle loi que l'on voudrait entre les abscisses de deux 
éléments correspondants ; mais il sera avantageux de les 
supposer infiniment peu différentes l'une de l'autre. 

Les limites x, , x^ pourraient être inconnues , mais assu- 
jetties â certaines conditions. On pourrait, par exemple, 
demander quelle est la courbe qui , ayant ses extrémités 
sur deux courbes données, et tournant autotU' d'une 
droite située dans le même plan , engendre une surface 
minimum. Dans ce cas, on reconnaîtrait qu'on a trouvé 
la courbe qui résout !a question , à ce que l'intégrale 
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I j<îs augmc nierait quand ou considéreiait toute autre 

courbe ayant ses points infiuiDient voisins de la pre- 
mière, et ses deux extrémités sur les courbes données, à 
une distance infiniment petite des extrémités de la pi-e- 
mière. 

Si l'on veut comparer deux à deux les éléments des 
deux intégrales depuis le premier jusqu'au dernier, on ne 
pourrait , dans ce cas , les supposer correspondants à la 
même abscisse, puisque les abscisses des extrémités sont 
nécessairement différentes. 11 est donc quelquefois néces- 
saire, et toujours pennis , de considérer les deux inté- 
grales que l'on veut comparer, comme décomposées en un 
même nombre d'élémenls correspondants à des valeurs 
de or infiniment peu différentes, et liées Twic à l'autre 
par une loi arbitraire. 

Des variations. 

178. Lorsque l'on considère un élément quelconque 
d'une intégrale , et que l'on passe à son correspondant , les 
accroissements que subissent les quantités dont il dépend 
sont nommés les variations de ces quantités. On conserve 
le nom de dij?ere/i(je//ej aux accroissements que subissent 
ces mêmes quantités en restant toujours dans le système 
qui se rapporte à la même intégrale. On distingue les va- 
riations des différentielles par la caractéristique S que l'on 
substitue à la caractéristique d, et on les suppose toujours 
infiniment petites. 

Ainsi , soit ^ une des fonctions inconnues de x qui en- 
trent dans l'expression sous le signe f; dy sera l'accrois- 
sement que prend cette fonction quand on passe d'un élé- 
ment de la première intégrale à son coi-respondant dans 
la seconde. En considérant j coiume étant l'ordonnée 
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d'une courbe, f + ^J sera l'ordonnée de la courbe après 
sa variation , et elle correspondra à la même abscisse que^ 
dans la première, dans le cas où les points correspondants 
se rapporteront â la même valeur de x^ au contraire, 
/+ ^ sera l'ordonnée correspondante à l'abscisse a:+<îx 
si âx est la fonction infîniment petite de x, et continue 
comme dy, qui exprime la différence des abscisses des 
points que l'on fait se correspondre dans les deux inté- 
.grales. Dans ce dernier cas , il est peut-être plus commode , 
de regarder x et y, ainsi que âx, ày, comme des fonctions 
d'une même variable arbitraire t qui n'entre même nulle- 
ment dans l'expression donnée, et alors la fonction sous 
le signe y renfermera les différentielles (£r, d*x,..., aussi 
bien queii^, i:^^,..., rapportées toutes à une même va- 
riable qui n'a pas même besoin d'être désignée. 

Lorsque l'on connaît les variations de toutes les quan- 
tités qui entrent dans une fonction, la variation de cette 
fonction se détermine par les règles ordinaires du calcul 
■ différentiel, qui font connaître l'accroissement infini- 
ment petit d'ime fonction , d'après les accroissements de 
toutes les variables qu'elle renferme. Ainsi l'on aura gé- 
néralement 

(,) JF(«,.,,.,...)=^J« + ^'' + ^*"+---- 
' ' ' rfu de dw 

179. Transposition des caractéristiques d et d. — Il 
' est important de remarquer que dans tous les cas on peut 
intervertir l'ordre des opérations quand on prend la diffé- 
rentielle et la variation d'une fonction quelconque v. En 
effet, smt c -|- i^^ ce que devient la fonction f en passant 
du premier système au second. Si l'on cliange t en î + t/t , 
la différentielle n'*"" de la fonction dans le second système 
sera (i"i'4-rf"(î*'- Donc la difliéreniielle t/'V de la, fonc- 
tion dans le pi'emier système a pour variation d"âv\ on a 
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(2) Sd"« = it-Sv. 

Par là Les variations de toutes les difiërentieUes d*uiie 
limction aont déterminées par la variation de la fonction 
elle-ioème, et il en résulte qu'on peut exprimer la varia- 
tion d'une fonction quelconque de x,^, z,... et de leurs 
différentielles, au moyen des variations de ces quantités 
X, y, z, et des différentielles de ces variations. Il suffira 
de faire usage de la formiUe (i), dans laquelle u, f, 
iv,,., seront remplacés par x, y^ 2,.--) tlx^ <fy, dz,...y 
d*x, d*y,d'z,.:.. 

Ainsi, en représentant par A, 6, C,..., A|, Bt , Ci,..., 
A,, 6,, C,,..., les dérivées partielles par rapport à ces 
quantités X,..., dx,..., d*x,..., d'une fonction 

f K J-, *,-.-, dx, <îj, dz,.. ., d'x, d'y,..,), 
on aura 

[ JF=:A9.r+BJj'-+-C5î+,,.+A,rf5i+B,rfi/-hC,rfJa-f-... 
j +A,d'aj-f-B,rf>5)-+ 

180. Mais il arrive souvent que les différentielles sont 
toutes prises par rapport à une variable particulière qui 
entre dans la question; alors les expressions que l'on a 
à considérer ne renferment que les dérivées de toutes les 
autres par rapport à celle-là , et l'on a besoin de calculer 
les variations de ces dérivées. On pourrait bien les déduire 
de la variation des dilTérentiellea, en exprimant d'abord 
ces dérivées en différentielles prises par rapport à une 
variaMe indépendante quelconque; mais il vaut mieux 
traiter la question directement. 

Soit^ une fonction de x, que nous pouvons nous repré- 
senter i^fig- a) comme l'ordosnée d'une courbe dont x 
serait l'abscisse. Représentons par Y et X ce que de- 
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viennent y et x; la différence -r^^ — -3-^ sera la varia- 
tion de -3— 1 ou S -^ , et il s'agit de l'exprimer au moyen 

des variations de x et y et des dérivées de ces variations. 
11 y a deux cas A examiner, suivant que X est identique 
avec X, ou qu'il en difiîre. 

1°. Supposons que X ne diffère pas de or, ou que l'on 
ait âx ^ o, c'est-i-dîre que nous regardions comme cor- 
respondants sur deux courbes' infiniment voisines les 
points M , N, qui répondent à une même abscisse quel- 
conque AP; MN sera 5/, et, en différentiant par rapport 
à X les deux membres de l'équation Y =y + ây, on ob- 
tiendra 

d-Y __ dy d'Sx 
rf? ~ Âë "** rfx" ' 
d'où résulte 

(4) 



d'Sr 



2". Supposons maintenant que les points correspon- 
dants M etN ifig' 3) aient des abscisses dîffiérentes AP^ 
AQ ; on aura 

XV=x, MP=j-, AQ=X, NQ=T, V<i=Sx, NK=Jj-, 

et lorsque x croîtra par degrés égaux , X ne croitra pas par 
d^;rés égaux , puisque X = x -|- Jx, et que dx est une 
fonction, soit de x, soit d'une variable indépendante, 
arbitrairement choisie. Ainsi, difTérentier par rapport à x 
ou à X ne sera pas la même opération , et l'équation 

Y = y -\- Sx 

ne conduirait pas , comme dans le cas précédent , à 

<fX- ~ (if "•" rfi" ■ 
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dv: n'est pas noa plus le cas d'appliquer la forQiule-(3), 
parce que d'Y et d'y ne se rapportent plus aux accrois- 
sements égaux de la même variable. Il faut donc calculer 

diractemeut la différence -rrr^ — -r^- 

Désignons par u l'ordonnée M'P de la courbe variée, 
pour la même abscisse x que ly de la première courbe, 
qui est MP, et par tù la différence M'M,qui serait ^si 
l'on supposait ix = o. On aura alors u= ut-hy^ et, en 
observant qu'on peut considérer Nm et M' M comme 

^aux, etquenïK ^-^ âx, on aura 



Différentiant n fois l'équation 



fLc' <hf tLxf 

Mais les points M' et N appartenant à la même courbe, 
les dérivées n''""' des ordonnées de ces deux points par 
rapport à leurs abscisses respectives x et X ne sont autre 
chose que des valeurs d'une même fonction dans laquelle 
on met successivenLent pour la variable les deux valeurs 
différentes AP, AQ,ouxet x-\-ix; d'où résulte, d'a- 
près les r^les du calcul différentiel , 

d'Y d'u d'+-u , 



et , d'après l'équation précédente , 

d'Y _ d'y d'u d'+'u 
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Observant d'ailleurs gue -; — r- ne diffère de ; ■■-- que 
d'une quantité infiniment petite, cette équation donnera , 
nour la diftérence -r^- — ~-y ou d —, — i la valeur "sui- 
vante : 
IK\ s '''^ — '*'*' _i_ '^°*'^ s.. 



que nous regarderons comme renfermant la première, 



Les formules (5) et (4) coïncideront lorsque l'on suppo- 
sera âx = o. 

i&i , Transposition des caractéristiques à et J, —~ 

Considérons main tenantrintégrale i U,Udésignaiituae 

expression diâerentielle , et les limites Xt, Xt étant con~ 
stantes ou variables. On peut la décomposer en une infi- 
nité d'éléments, dont le premier correspond à xi et le 
dernier à x^ diminué de la dernière dilTérentielle de t. 
Elle sera donc la limite d'une somme telle que 



Considérons maintenant l'intégrale infiniment voisine 
dans laquelle elle se change par la variation des quan- 
tités dont elle dépend, et soit U' ce que devient U en gé- 
néral dans ce chai^ement, de sorte que U' — U^dU. 
Les limites de cette nouvelle intégrale seront x, -f- dxi 
et Xt -H ^^t ï et cIIq pourra être, regardée comme la li- 
mite de 

U', +u', +u', +...+,u;., 
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ces nouveaux éléments correspondant k chacun des pre- 
miers. 

L'accroissement de l'intégrale est donc la limite de 

(tr, _ u,) + (V, _ uj + . . . + (u;, - u„ ), 

ou de 



-X"" 



Ainsi, soit qu'on suppose les limites Xt, Xt constantes, 
sOit qu'on les suppose variables, on a 



r-^x" 



de sorte , que pour connaître la variation d'une intégrale 
définie, >1 suffit de calculer celle de la ditTérentielIc, et de 
l'intégrer entre les mêmes limites. 

182. Expression de la variation d'une intégrale dé- 
finie. — Considérons une intégrale de la forme 



la valeur de V étant 

y désigne une fonction inconnue de :r, ety\y",.>.iy^°^ 
sont les dérivées successives par rapport à X, Nous nous 
bornons à conndérfir une seule fonction^, parce que, s'il 
y en avait plusieurs autres , il suffirait de reproduire pour 
chacune ce que nous allons £ûi« ^vtry. Nous examina- 
rons dewx'cas distincts: celui où Xt, Xt ont des valeurs 
fixes données, et celui où ces limites peuvent varier d'a- 
près certaines conditions données. 
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1°. Supposons d'abord x, et x, constants; dwu pour- 
rons alors faire 3x = et employer la ibrmule (4) qiù 
donne pour une dérivée quelconque^ '™' 

Cela posé , si l'on observe que la variatitm de a: on Jj: est 
nulle, et que, par conséquent, celle de dx ou dix l'est 
aussi, d'où il suit que â(\dx)^â\.tixy la formule (6) 
donnera 

(7) S C \dx = r'S\ .dx. 

Calculons maintenant dy. 

Or, comme non* l'aTOBS déjà remarqaé, l'accrois- 
sement de V sera donné par les règles ordinaires dn calcol 
dilTérentiel , au moyen des accroissements des quantités 
qui ont varié dans V, c'est4-dire de y, y\--i X^"''- On 
aura donc 

que nous écrirons , pour plus de commodité , de la ma- 
nière suivante: 

3V = VLSy 4- Nfy' -I- VSy" + Q5r-+ . . . + \3iyW. 

L'équation (7) deviendra ainsi, en exprimant dy'-,..-, 
Jy<"' au moyen de la formule (4), 

Nous avons, sous le signe/, la fonction indétenninée fy 
et ses dérivées par rapport à x; ces dernières sont déter- 
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minées par ^, cl il «st nécessaire de lés faire disparaître 
de l'intégrale en les ramenant à 5j seul , qui est entière- 
ment arbitraire. Or, c'est ce que l'on fera facilement au 
moyen de l'intégration par parties. 

En effet , si l'on désigne par u et v deux fonctions de r, 
on établit facilement, par une suite d'iutégra^ons par par- 
ties, la formule suivante , qui est souvent utile dans l'a- 
nalyse : 



/"S' 



ff-'p du d'-^v d^,id—'v 
~"dx«''~dxd.v"-' dx'djf-' 

dx' dx^'^"^dx"~' J d^ 



En fais&nt usage de cetle formule , on obtiendra les équa- 
tions suivantes : 



/' 



ilx"-' dx dx"^' d^' dx'~' 
_d-'\} [■. d-V , 



- -j— 7 -3-^'---i représentant 
les dérivées totales de N, P,..., considérées comme fonc- 
tions de X, et dans lesquelles on regarde y comme dépen- 
dant de X. On aura donc enfin , en prenant les intégrales 
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entre Xi ut a:,, 



S'il y avait une seconde fonction z dans V, on ajouterait 
au second membre de cclic é<juation une autre expres- 
sion qui u'en dill'érerait que par les valeurs des fonctions 
qui rempIaccraientN, P,..., et par le changement de y 
euz. Il en serait de même pour un nombre quelconque de 
fonctions. 

183. Si la fonction V renfermait les valeurs de j', y ',.•■) 
relatives aux limites, la variation de l'intégrale se com- 
poserait des termes que nous venons de calciiler, plus les 
suivants : 



Or, les quantités Jy,, âj',,..., dyt, S/',,... n'étant pas 
des fonctions de x, on pourrait les faire passer hors du 
signe /, et les termes à ajouter se réduiraient à 

2". Supposons , en second lieu, que j,, x, soient va- 
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riablea , et que dx ne sbit pas uni. On aura , dans ce cas , 



L'int^ation par parties donnant 

/Vrftr = Vix —fSx.dV, 
l'équation précédente devient 

3 f \dx = (v3x\ '+ r'{SY.dx — dV.ix). 

Soit maintenant 

dV = Ldx + Mdy + Nrf/' + Pd/" + qcly" +..., 
et , par suite , 

3V = Ltx-hHix + my -hPSy" +QS/"i 
il en résultera 

3V.dx — dV3x=dx[M {3j-—^3x\ +N (3y—^3x\ -»-. . .1, 
ou , en vertu de la formule (5), 

iV.^ — rfV.«* = dLc(Mw^-N^ + P^ + Q^-^----y 
On a donc, pour l'expression de la variation cherchée, 

On peut remarquer que cette expression ne dilïère de 
celle du cas précédent que par l'addition du terme 

(V^xj ; car u désigne ici ce que 3y désignait dans 

l'autre. Si doue ou appliquait sembtablement l'int%ra- 

D.nt.zedbïGoOglc 
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tioii par parties, on ferait dïsparaitrc tous les indices 
de diiTércnliation sur a sous le signe /, et l'on trouverait 



ri"" 



Vix -f-{n- 




■)' 


1 -(- 


dQ 

dx' 


■)£ 




;(- 


dK 
dx' 


■■)£ 




r^'^w 







.£•.(« 



rfN d'V__d^ _d"U' 



V et'Q d"U\ , 

:' dx' ^^dx") 



S'il se trouvait dans V une seconde fonction incon- 
nue z, d\ renfermerait de plus des termes de la forme 

MV + N's'+P'j;"' + .... Chi poserait 

*» — z'ix = m', 

et l'on ajouterait à l'expression précédente des termes où 
u' entrerait de la même manière que m. 11 en serait de 
même, quel que fût le nombre de ces fonctions. 

Enfin, si V renfermait les valeursdejTjjf, z,...,y', z',..., 
relatives aux limites, on y ajouterait les termes suivants; 

M''.f'"Zdx+>j.. r-!i.dx+...+s„ r^^dx+.... 



184>. Le cas où :ri, Xi sont variables pourrait être im- 
médiatement ramené à celui où ils sont fixes, sans faire 
usage de la formule (5). 

En eflet, considérons V comme l'ordonnée d'une courbe 
MN {ftg. 4), et soient AP = x, , AQ = x, ; on aura 

/ '\<ix = PMNQ. 
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Soit maintenant M,N, la courbe après la variation; la 
valeur de l'intégrale proposée sera, dans le second sys- 
tème, l'aife P,M,N|Qi: on peut doue, en négligeant les 
infînîment petits du second ordre, regarder la variation 
de l'intégrale comme égale à 

NQQ,K — MPP.H -H M.LNl. 
Les deux premiers termes représentent 



Le troisième est l'intégrale /{JV.(ir prise entre les limites 
Xi + âxi et Xi, ou, en n^ligeant un infiniment petit du 
second ordre, entre x, et Xf Donc enfin 



S f 'Vtix = {ySx\ ' ■+- i 



SV.dx, 



â\ étant la variation de V dans l'hypothèse àx = o, et 
par conséquent ayant la même signification que dans le 
premier cas. Son expression sera donc la même; seule- 
ment il conviendra de représenter la variation de jr au- 
trement que par âj,, qui, dans le cas actuel, aurait une 
autre signification , et nous désignerons par o> la variation 
dej dans l'hypothèse (îx = o . Il sidEra donc , pour obtenî r 

la variation cherchée de l'intégrale j Vd!r, d'ajouter 

I \âx] au second membre de l'équation (9}, dans lequel 

on remplacera ây par w. 

On retombe ainsi sur la formule (to), comme cela de- 
vait être. On y ajouterait de même l'expression (1 1), si V 
renfermait explicitement les valeurs des variables aux 
limites. 
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185. 11 nous reste à examiner le cas où la variable in- 
dépendante ne serait pas désignée, et où la fonction sous 
le signe y ne renfermerait pas, par conséquent , des déri- 
vées par rapport à x, mais des dilTérenti elles prises par 
rapport à une variable arbitraire qui n'entre pas dans la 
question, etn'est nidlement désignée. Soit donc proposé 

de trouver 3 1 U, en supposant 

U = F(-r, d.T, d'x,.. ., y, dy, d^y,.. .). 

Les limites Xi et x^ étant fixes ou variables, on a tou- 
jours , comme nous l'avons démontré , 



•r-x: 



et, pour une vai-iable quelconque u, 

Sd'u = d-Su. 

Cela posé, désignons par L^ M, N, P,... les dérivées 
partielles de U par rapport aux quantités x^ dx^ d*x, 
ï/'x,,,., et par L', M', N', P',.-- ses dérivées parlielles par 
rapport à y, df-, d*y, d'y,..., on pourra exprimerai] 
de la manière suivante : 

SU = I.Sx -f- MWj; + tiSd'x -h PSd'j: +... 
H- VSy -t- K'Sdy ■+■ ti'Sd'y ■+■ PSd'y + 

Il est inutile de Jaire remarquer que les diverses quantités 
L, M,..., L', M',..., ne sont pas du même ordre infinité- 
simal, et que le second facteur de cbaque terme rétablit 
l'bomogéneité. Intégrant les deux membres de cette équa- 
tion , et faisant sortir du signe / toutes les variations des 
dillërentiellcs au moyen de l'inlégiation par parties, on 
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obtient U valeur suivante de â f U : 



('=) 



ir + N' \ii3y + p\d'S/-\ 

— rfR- ■ 




rfM' + </'N'— rf^P'- 



Sî l'on avait dans U d'autres fonctions que x et y, on 
ajouterait des expressions semblables à chacune de celles 
qui se rapportent k x ouy dans cette formule. On agirait 
comme dans les cas précÂlents si TJ renfermait explicite- 
ment les valeurs des variables aux limites. 



Détermination des Jonctions 



inconnues. 



186. La condition pour qu'une intégrale définie aoit 
maximum consiste en ce que, quelque signe et quelque 
grandeur qu'on suppose aux variations infiniment petites 
dXfây, às,...j la variation de cette intégrale soit con- 
stamment négative : la conditioa du minimum sera , an 
•contraîie, que cette variation soit toujoul-s positive; et, 
dans les deux cas , elle doit être de signe constant. II faut 
donc que la partie de cette variation où n'entrent que les 
premières puissances des quantités jjc, (îy,..., soit nulle, 
et celte condition sera commune au maximum et au mi- 
nimum. On reconnaîtra l'un de l'autre au signe de l'cii- 
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semble des termes du second degré , signe qui devra d'ail- 
leurs être constant. 

Nous considérerons le cas général où Xi, Xt sont va- 
riables, et nous supposerons les dérivées prises par rap' 
port à X, ce qui est toujours possible. Alors l'expression 

de la variation de l'intégrale j \dx, en se bornant aux 

termes du premier ordre et en supposant que V ne ren- 
ferme qu'une seule fonction y, est donnée par la for- 
mule (lo). Il faut dtmc égaler à zéro le second membre de 
celte '^équalion, pour avoir la condition nécessaire, tant 
pour le maximum que pour le minimum de l'intégrale. 

Mais la somme des termes en dehors du ugnc f doit 
être nulle, et l'intégrale doit l'être aussi séparément; car, 
sans cela , si l'ou fixait arbitrairement les variatioas in- 
dépendantes rdatives aux limites, il resterait encore sons 
le signe J" la fonction arbitraire Ci>, et cette intégrale dé- 
finie ne saurait conserver la même valeur, qudie que fiHt 
cette fonction ; le second membre de l'équalioa (lo) ne se- 
rait donc pas constamment nul. 

D'ailleurs cette intégrale / W(/x (M— -r-+-; h--'-l 

J^, \ dx dx-' ) 

ne peut pas être nulle, quelle que sait la fonction u, à 
moins que la quantité qui la multiplie sous le sigae J ne 
soit nulle. Enellet, u étant indéterminé pour toutes les 
valeurs de X entre Xi et x^^ peut être toujours pris de 
même signe que le second facteur; tous les éléments de 
l'intégrale seraient donc positifs, et leur somme ne pour- 
rait être nulle. Il serait d'ailleurs indifférent que (■> fût 
assujetti à certaines conditions pour les valeurs x^ ou x^, 
parce que deux éléments n'ont aucune influence sur une 
intégrale. On doit donc avoir l'équatîon suivante : 

„ rfN rf'P (/*Q rf-U 

(.3) M-.-- + — --^ + .. .:?;--=: 0. 
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Celte «luationdiflëi-emielle est généralcinem de l'oi'dre 
2/1, puisque V renferme r'">, et que, par eonséquent, U 
peut le leufermer. Elle est nécessaire, mais non suffisante, 

pour que i'im^raley'v./^ soit maximum ou mini- 
mum. Elle renferme les quantitéaxjjjj',^',..., et fera 
connaître^ en fonction de x el de 2,1 constantes arbi- 

CoDsidérons maintenant les termes en dehors du sigtie / 
dans l'équation (10). Si les variations relatives aux deux 
hmaes sont indépendantes entre elles, la somme de ces 
termes devra être nulle pour chaque limite. 

Si la question éublii des relations entre les variations 
relatives à une même limite, on s'en sert pour éliminer 
lui nombre égal de ces indéterminées, puis on égale à 
zéro les coefficients de celles qui j-cstent indépendantes; 
ces équations , jointes aux équations intégrales , serviront 
à déterminer les constantes, ainsi que les valeurs de x, 
y, z, relatives aux limites. 

187. S'il y avait plusieurs fonctions _j', z,..., on sui- 
vrait la même marche. L'intégrale qui entre dans la va- 
riation devrait encore être nulle, indépendamment des 
termes intégrés. Elle renfermerait, comme nous l'avons 
va, plusieurs fonctions w, &)',..., dont les valeurs sont 

a = 3j-~ jr 'Sx, w' = Ji — s'Sx, ..... 

Ces fonctions arbitraires seraient indépendantes, puisque 
dans chacune d'elles il s'introduit une nouvelle variation 
arbitraire. II faudrait donc que les quantités qui multi- 
plient chacune d'elles fussent nulles séparément, ce qui 
donnerait autant d'équations dilférenti elles slmuitances 
qu il y a de fonctions à déterminer, 
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dHÎ 






M', N',,.. représentant, par rapport à z, ce que M, N,... 
repr<îsent€iit par rapport à y. 

Les constantes se détermiueraient encore par les condi- 
tions relatives aux limites. 

i88. Si les fonctions^, z étaient assujetties à satisfaire 
à une écpiation F(,r, ^, z) ^ o , les variations lîx, dj, dz 
satisferaient à la suivante: 

On pourrait en tirer dz en fonction de âx, ây, et le 
substituer dans l'expression de la variation de l'intégrale j 
OD aurait ainsi une fonction indéterminée de moins sous 
le signe/, et, par suite, une équation de moins, qui se- 
rait remplacée par F (x, j, z) ^ o. 

EnelTet, la quantité sous le signe/, qui doit être égalée 
à zéro , est de la forme 

et l'équation (a) devient, en remplaçant 3y et âz par 
leurs valeurs, 

Le coefficient de dx dans cette équation est nul , puis- 
qu'en dilférentiant l'équation F(_x,j, z) <= o, on trouve 
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il reste doac seulement 



Tirant de là m', et le substituant dans l'expression 
Am + AV, qai doit être ^alée à zéro , mi obtient 



et cette quantité devant être nulle, quelle <jue soit la 
fonction w, on doit nécessairement poser 



On aura ainsi entre j' et z les deux équations 

(.5) *? = A'^, 

et 

d'où l'on pourra tirer j^ et x eu fonction de x. 

189. jiutre espèce de condition. — Souvent, au lîeu 
d'assujettir les valeurs de x,y^ t à satisfaire à une équa- 
tion de forme déterminée, on demande qu'une certaine 
înt^rale définie conserve une valeur constante : on a alors 
ce que Ton appelle un maximum ou un minimum relatifs 

Soit donc f \iax ^ à, et proposons-nous de trouver 
le maximum ou le minimum de / Ydx. Les variations 
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de CCS deux intégrales devront être nulles.; et, en supposant 
d'abord les limites fixes , on arrivera aux deux équations 






(a) £ 'u^dx^o, (S) £ 

et la seconde devra être satisfaite quand on y mettra pour 
ùi une fonction quelconque satisfaisant à la première; 
' u et c sont détermines par U et V au moyen d'une for- 
mule démontrée précédemment; et o> désigne encore 
ây — j'àx. On volt de suite que cette condition serait 
remplie si u et f' ne différaient que par un facteur con- 
stant, et nous allons démontrer que cela ne peut être 
autrement. 

Posons , avec M. Cauchy, 



x: 



uudx ^ ^{^)i 



cette fonction <f(x) ne sera assujettie, eu vertu de l'équa- 
tion (a), qu'à la condition f (xi)=o; on a d'ailleurs évi- 
demment ^(-ï'i) = o, mais 9(x) est entièrement arbitraire 
entre x, et et Xj, On tire immédiatement 

„=,.(..), d'où . = m 

Substituant cette valeur dans l'équation (S), on obtient 

Pour y introduire, au lieu de f'(x), la fonction 9>(jr) dont 
les conditions sont bien connues, intégrons par parties; 

nous trouverons, en désignant par 1-1 la dérivée de-» 
£lf'{x)dx = l^{x) -£f{x) (^dx; 
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prenaot Xi et x* pour limites des intégrales , et obscrvaiil 

que «(x) devimt nnlle 1 ces limites , il vient 

£'' (;) '' M '^ = -£''■> '•'- (ï)'"^' 

et, par conséquent, 

■ Cetteéquationdevantavoir lieu quel que soit If (x), on en 
conclut nécessairement (-1 =o, et, par suite, 



a désignant une constante inconnue. 

Telle est donc l'équation diflerentielle qui déterminera 
la fonction y. Quand sa valeur sera trouvée, et que les 
constantes introduites par l'intégration auront été déter- 
minées par les conditions des extrémités, on la substituera 

dans l'équation / ' Ut/x = a , qui fera connaître la va- 
leur de la constante a. 

II est facile de voir que l'on arriverait au même résulut , 

en cherchant le maximum absolu de j (V — a\])da:, 

et déterminant la constante a comme nous l'avons indi- 
que. On retombe ainsi sur la règle donnée autrefois par 
Euler. 

Supposons actuellement que les limites x, , x, ne soient 
pas fixes , les équations (a) , (6) seront remplacées par 
les deux suivantes : 



(7)f 



,,„,{,,+ r '««rfx = o, (3) Zt — Z> + / '^'^ = " 
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^ et ;j désignant les termes en dehors du signe somme , 
qui deviennent t|i, et y, à la première limite, et ili,, ^, à 
la seconde. 

L'équation (â) devra être satisfaite quand on mettra 
pour w une fonction quelconque telle que l'équation (y) 
ait lieu, de quelque manière que ce soit; ainsi u n'est 

assujetti qu'à la condîtic»! que / utadx soit égal à 

•f I — 'J'ï ; ^* *^ ^^^^ 9"® l'équation (lî) ait lieu pour toutes 
les valeurs de w qui y satisferont : c'est là ce qui doit dé- 
terminer la fonction inconnue ^t^. 

Posons encore i «w^ir = if (j?) , on aura ç(ar,) ^o, 
et , en vertu de l'équation (i), 

f(x,} = |, — ^„ 
et<f(a:) ne sera assujetti à aucune autre condition. 

Reportant dans l'équation (4) pour u sa valeur îi— ', 
il vient 



C 



■f'{a:)dc =0. 



Pour introduire au lieu de <f'(x) la fonction f(3c) dont les 
conditions sont connues, intégrons par parties; l'équa- 
Uon précédente deviendra , en ayant égard aux valeurs de 

(0 Z' - X. - (-') (h - ^■) -£''f(^) {i)'''^ = O' 

et comme f(x) est tout à fait arbitraire entre x, et x,y il 
faut que cette dernière intégrale soit nulle, ainsi que la 
partie restante du premier membre. On aura donc en- 



(=)=•■ 
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a désignant une constante. Remplaçant j-j par a; dans 
la première partie de l'équation (4), on aura 

Z' ~z, —«(■}>, — f) = o. 
Les coiistanies introduites par l'intégra ti oit s<: détermine- 
ront par les conditions relatives aux extrémités, et la 



constante K par l'équation f 



Urf.r = 



On voit l'ucorequ'on arriverait aux menus résultais 
n cherchant le maximum ou le minimum absolu <Ie 



x; 



(V — aV)flr, a étant. une constante indéterniiitéc. 



On traiterait d'une manière analogue le cas où l'on 
aurait plusieurs fonctions inconnues, ou plusieurs inté- 
grales détinies ayant des valeurs constantes. 

190. CtmsJdérons maintenant le cas où l'intégrale est 

de la forme / U, U ne renfermant que des différen- 
tielles prises par rapport à une variable arbitraire. La 
variation de cette intégrale est donnée alors par la foi- 
mule (i2)t et, par les mêmes raisons que dans le pre- 
mier cas, il faut égaler séparément à zéro la partie tjui 
est dégagée du signe /et celle qui se compose de toutes 
les int^rales , qui sont en nombre égal à celui des va- 
riables x,;)', r,.,.. 

Or les foncdons àx, âf,3z,... sont c<Hnpiétement indé- 
pendantes les unes des autres; donc chaque intégrale doit 
être nulle séparément, ce qui conduit aux équations sui- 
vantes '■ 



(.6J 



|L"— ^/M"-4-rf'N"— rf'P" -H- , 
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On aura ainsi auUnl d'équations que de variables :r, r, 
5,...; et comme l'une d'entre elles doit rester indéter- 
miné, il est évident qu'une de ces équations doit rentrer 
dans les autres. Nous nous bornerons à cette remarque j 
et nous ajouterons qu'on trouve ici un avantage que 
ne présentait pas le calcul du premier cas; c'est qu'on 
pourra choisir le système d'équations le plus avantageux, 
en laissant de càté l'équation la moins simple. Quand on 
aura trouvé^, z,... eu fonction de x, les constantes arbi- 
traires introduites par l'intégration se détermineront, 
comme dans le premier cas , au moyen de l'équation qui 
se rapporte aux limites. 

191. L'intégration des équations (i6) devient plus sim- 
ple lorsque U ne contient pas x, ou l'une des autres fonc- 
tions; car alors", le premier terme de l'une de ces équations 
étant nul, et tous les autres, des différentielles exactes, 
on aura immédiatement une intégrale première de cette 
équation. Si plusieurs des variables x,^,... manquent à 
la fois dans U, un nombre égal des équations (16^ sont in- 
tég râbles. 

192. Les équations (i4) présentent la même simplifi- 
cation quand ^ ou z n'entrent pas dans V; mais, quand 
c'est X qui manque, il faut faire quelques transforma- 
tions pour obtenir la simplification que nons ont offerte 
immédiatement les équations. 

En effet, en supposant, pour plus de simplicité, qu'il 
n'y ait qu'une seule fonelion inconnue j', la condition du 
maximum ou du minimum sera 

et l'on aura , en observant que V ne renferme pas x, 
JJ = Mj' + Nr " + P. " -H 07 " -»- . . . . 
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Retranchant de cette équation la précédente, multipliée 

pary'jil vient 

Or îi est facile de voir que le second membre de cette 
équation est une dérivée exacte. 

Pour cela, remarquons généralement qu'en désignant 
par u et f des fonctions quelconques de x, une espres- 
sion de la forme 

est une différentielle exacte quand n est pair, et 



en est une lorsque n est impair. 11 en résultera que tous 
les binômes qui forment le second membre de la dernière 
équation seront des dérivées exactes, et que, par consé- 
quent, on pourra intégrer les deux membres de celte équa- 
tion; ce qui conduira à une équation d'un ordre moins 
élevé. 

Supposons , par exemple, que V ne renferme qaejr,y 
ety". La dernière équation devient 

d'où, en intégrant , 

(i) V = Nr' -)- P/" - jr' ~ + C, 

équation du troisième ordre, tandis que l'équaiion (a) 
était du quatrième. Si, en même temps, V était indé- 
pendant Aey, on aurait M = o; l'équation (a) serait in- 
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En élinûnaiit 3- entre cette éqsatioa et la precédenle, 

on trouverait 

V = Vy" H- Cy + C- 

C et C désignant deux coui tantes arbitraires. Cette équa- 
tion n'est plus que du second ordre. Ainsi, lorsque V ne 
renferme que j\y", on peut obtenir une int^rale se- 
conde de l'équation (a), et ramener le calcul à l'intégra- 
tion d'une équation du deuxième ordre. 

Si V renfermait une seconde fonctiou z et ses dérivé<^s 
z' et z", on obtiendrait de même 

(.,) ï= Ky+ py'-y'^ + KV + pv _ z' ^ + c. 

Cas particulier oit l'on ne considère que les différenlieltes 
du premier ordre. 

193. Appliquons cette théorie au cas simple où la fonc- 
tion V renfermerait trois variables x;j, s, et les pre- 
mières dérivées seulement de^ et z. 

L'intégrale proposée sera 



fX'— l'a)- 



1". S'il n'existe aucune équation générale enln- 
y, z, on fera usage des équations (i4)i et Ion aura 
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en supposant toujoui-s 

f=M, ^, = r., f=M', ^ = «'. 

dy dy az at 

Ces deux équations simulianévs, étant du seccuid CH-dre, 
donneront y et z en fonction de a- et de quatre constantes 
arbitraires. 

Si \vi deux liniites sont indépendantes, on aura. pour 
chacune 
(19) (V — Sr' — N'»') ix -*- Niîr -1- ft'Sz = a. 

Si pour l'une d'elles il n'existe aucune condition ,- 3x, 
dy, âz étant indépendants , leurs coefficieuts doivent être 
nuls séparément, ce qui donne trois équations entre les 
valeurs de x, j, z, y' -, z' relatives à celte limite. Si , au 
contraire, à oette même limite, x,y, z devaient satisfaire 
à une équation donnée (j)(x,y, s) = u, on aurait 

Éliminant Sz entre cette équation et(i9), il ne resterait 
plus que les indéterminées dx, ây dont on égalerait sépar 
rément les coefficients à zéro. On aurait donc encore trois 
équations entre les valeurs de x, y, z,y', z' relatives à 
celte limite. On agirait de la mente manière si l'on avait 
une seconde équation. 

Actuellement.il est facile de déterminer les constantes 
arbitraires introduites par l'intégration; car les équa- 
tions obtenues entre x, y, z, et ces quatre constantes de- 
vant être satisfaites par a-, ,^,j z,, et par x»,^,, z,, il en 
résultera deux équations pour chaque limite. Ainsi , pour 
chacune d'elles, on aura cinq équations entre les valeurs 
de x^y, z qui s'y rapporteul ci les quati-e constantes; on 
pourra donc déterminer ces constantes et les valeurs de 
X, Yi z , TL-lalivcs aux limites. 
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li". Si les variables x, y, z sont tenues de satisfaire à 
tiiiv équation FÇx, y., z) = o, il faudra faire usage de la 
formule (i 5}, qui devient, dans ce cas, 

(,o) (^M- — j-_(^M --^jjp- 

Klimiiiant s au moyen de l'équation F(jr, j, z) ^ o, on 
aura une équation du second ordre entre x et y. En l'in- 
tégrant , on connaîtra _^, et, par suite, z, en fonction de ^ 
et de deux constantes arbitraires. 

Les valeurs de x,, yi, Zi, Xt,jt, z», se détermineront 
comme dans le cas précédent, en observant qu'elles doi- 
vetil satisfaire à l'équation F(jr, y, z) =^o. On aura 
alors quatre équations pour chaque limite. Les deux con- 
stantes arbitraires se déduiront de ces équations, ainsi que 
les valeurs dex^y^ z relatives aux limites. 

application à quelques prohtcmes parlicaliers. 

\9i. Ligne de longueur minimum. — Considérons 
d'abord le cas où l'on ne donne pas de condition générale 
entre les coordonnées x, j, z des divers points de cette 
ligne , v'est-à-dire où elle n'est pas assujettie à se trouver 
sur une surface donnée, 

J. intégrale qui doit être minimum est 



r 



dx-fC 
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Las équations (i8) deviennent 

(^ ~ "' tlx ~ °'' 

N et N' sont donc constants, et, par suite,^'et 2'. 
Soient 

X' = C, s' = C, 

on en déduit 

y =: Cjc + d, s = Cx -h d'. 

Ainsi, quelles que soient les conditions relatives aux ex- 
trémités, on trouve, comme on devait s'y attendre, les 
équations d'une ligne droite. 

L'équation (19), qui doit avoir lieu pour cliaque extré- 
mité, devient 

!Sx + jr'fy + z'Si =: O, 
ou 
dxix ■+- djSy ■+■ dzis = o. 

Or il y a trois cas à examiner pour chaque extrémité : 
1°. Si l'extrémité (xi, y,, z,) est fixe, on a 
Sx, == o, 3y,^o, Jb, ^ o ; 

ses coordonnées j:,,y,, Zj sont données, et les constantes 
C, C, d, d' devront satisfaire aux deux conditions 



2". Si cette extrémité satisfait à une équation F(x,jr, z)=o, 
on aura 



Éliminant (Jz, entre l'équation (19) et celle^i, puis éga- 
lant à zéro les coelBcieuts de âxi et i^,, on obtient 
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)lz iLr djr ds 

équations dans lesquelles x, j, z sont remplacés par 

Ces deux équations seront jointes à F(Xi,y,, z,) ^o, 
et aux deux suivantes : 

j-,=Cr, + rf, ï,^Cjr,+rf'. 

On aura ainsi cinq équations entre X],y,, z, et les 
quatre constantes. 

3°. Si l'on donnait deux équations entre Xi,y,, z„ on 
arriverait de même à cinq équations entre elles et les 
constantes. 

Ainsi , pour chaque estrémiié , soit libre , soit assujettie 
à une ou deux conditions , on trouve toujours deux équa- 
tions entre tes constantes, ou directement, ou par l'élimi- 
nation dexi,j>'i, ^i.Donc les quatre constantes pourront 
toujours être déterminées par les conditions relatives aux 
deux limites. 

i95. L'équation (o) renferme une propriété géomé- 
trique remarquable de la ligne minimum. En cQet , elle 
exprime que la direction qui fait , avec les axes, des angles 
dont les cosinos sont proportionnels à dx, dy, dz , est 
perpendiculaire à celle dont les cosinus sont proportion- 
nels à àxy 3y, Sz. D'où il résulte que la tangente k la 
ligne cherchée , menée par l'une quelconque de ses extré- 
mités, est perpendiculaire à toutes les directions suivant 
lesquelles cette extrémité peut se mouvoir. Elle est donc 
normale à la courbe ou à la surface sur laquelle doit res- 
ter cette extrémité, si elle n'est pas fixe de position. 

196. Supposons maintenant que la ligne cherchée soit 
assujettie à se trouver sur une surface donnée , ayant pour 
équation 
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se réduîl à 

dFdN_dTdJi' ^ liL —— I "^ 

dz dx dy dx dt ' rfj- djr ds 

Celle ëqualion du second ordif, jointe à la précédcnle , 
donnera y et z en fonction d« x et de deux conslanies 
■irbilraires. 

L'équation (19) aura lieu pour chaque limite, et dé- 
montre encore que, si elles ne sont pas Hxes, la courbe 
chercliée est perpendiculaire aux courbes suivant les- 
quelles elles peuvent se mouvoir sur la surface donnée. , 
Dans l'un et l'autre cas , les constantes se déterminent par 
les moyens déjà indiqués. 

■ «- .., dF d'Y d¥ d'z ^ . 

lyi. L équation -5- -rr = -r- tt »a"* connaître une 
^ dz rfj' dy ds' 

propriété remarquable de la ligne minimum. En elFet, la 

droite qui joint un quelconque de ses points au centre de 

courbure fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 

, , d'x d^y d't , , I ■/■ . 1 

proportionnels a --— î —r- > -;- ; et les cosmus rclatits a la 
'^ '^ df" as' di" 



Or l'équatioa précédente donne 

d'y iVz 

et il est facile de voir que ces rapp4»ls soûl aussi égaux à 



dV 



, car la symétrie des données relativement à x, j , 2 



jbïGoogIc 



SKCUNDE PA&Tie. 23 I 

muuti'v qu'en dirigeaiil autrement le calcul, ou aurait 
trouvé ce dernier rapport égal à l'un des deux aulres. 

C'est, au reste, ce qu'on peut facilement vérifier. 

En eifet, les équations (£) donnent 

d'^y d-z d'y dy .d^i di d'x 
ds' ds' ds' ds ds' ds dy 



rfF dF d'e ify "^ '^^ ' '^ 

dy dz dy ds iti ds dx 

couitne nous l'avions annoncé; la direction de la normale 
à la surface se confond donc avec celle de la droite menée 
du même point au centre de courbure de la ligne mini- 
mum. En d'autres termes, le plan osculateur de cette 
courbe est constamment normal à la surface. 

198. jiii'e de révolution minimum. — Proposons-nous 
de trouver la courbe plane passant par deux points don- 
nés, et qui engendre une aire minimiun, en tournant au- 
tour d'un axe AX situé dans son plan. 



L'intégrale i yijdx* + dy* devra être minimum; eta^ 

n'entrant pas sous le signe/, il est convenable d'appli- 
quer les équations (16) ou (17). En prenant les premières, 
et observant que L, N, P,... sont nuls, on trouvera, 
en désignant par c une constante arbitraire , 



ydx 




■i^ji=L(^ ^^f-^y r+v'7- 
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" ; .-(-^^-^- 

équation d'une chainette dont les braaclies infinies s'élè- 
vent au-dessus de l'axe des X, la direction de lapesanteui- 
étant supposée perpendiculaire à cet ave. 

Les constantes' c , Ci se détermineront en exprimant que 
l'équation est satisfaite par les coordonnées des points 
donnés. Si l'on considère le cas le plus simple, où les 
ordonnées de ces points sont ^ales, ta courbe sera symé- 
trique par rapport à la perpendiculaire à l'axe, menée à 
^ale distance de ces deux points. Soient a et — a leurs 
abscisses respectives , et b leur oMonnée , on aura d'abord 
Ci = o pour que l'équation ne change pas quand on rem- 
place o^par — x; puis 

ce qui détermine c. 

Si l'on pose - ^ «, on a - — = \ (e"-|-e~"), et l'on con- 
naîtra u par l'intersection de la droite y ^ — et de la 

chaînette ^ = ^{e" -f-e"""); la valeur de c s'ensuivra. 

199. 11 n'est pas toujours possible de satisfaire à l'é- 
quation 

26 e" -H- (T^ 



Eti clfet , le second membre est infini pour 11 := o et 
u := OD ', dans l'intervalle , il reste uni et posi tîf : il a doue 

un minimum, et lu problème serait impossible si — était 
moindre. Cherchons donc la valeur de — relative à ce 
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minîmiim : il y aura une seule solution si l'on donne — 

égal à cette y^I^ui* î deux , s'il est plus grand ; et aucune , 
s'il est plus petit. 

La valeur de u relative à ce minimum satisfait à 



Si l'on éliminait u entre cette équation et la précédente, 
on aurait l'équation qui doit déterminer la plus petite 

valeur que — paisse avoir pour que le problème soit pos- 
sible. 

Si l'on observe qu'on a identiquement 

(^ _<.-)' = (e" + 0' -4. 

la dernière équation peut se mettre sous la forme 



d'où résulte 

et, par suite, 
Or 






d'où 



\ 1.2.3 1.2,. .5 / 

- = i/ "^Âîl — r 2 ~ i ~ l' a '" 5 "*"■•■ 1 
Si l'on néglige t dans le second membre, il devient trop 

D.nt.zedbïG00g[c 



254 cniliis 1>'*N*I.VSR. 

petit; ainsi 

La réciproque de cette valeur est donc plus grande que 
j'-, cl si on la substitue dans le second membre, il de- 
vient trop grand et donne une limite supérieure de — 
Il en résulte une valeur trop grande pour y', et, en conti- 
nuant ainsi , l'on aura une série de valeurs alternative- 
ment plus grandes et plus petites que -3 et qui s'en rap- 
procheront indéBni ment. On trouvera ainsi 

~= '.'996'3- 

Il faut donc que le rapport - soit au moins égal à 

1,19967 pour qu'il y ait une courbe qui engendre une 
aire minimum ; et l'on concevra la possibilité qu'il n'en 
existe pas , si l'on observe que , lorsque la courbe coupera 
l'axe, les ordonnées deviendront négatives, et l'intégrale 
décroîtra indé6niment. 

Si l'on a - >■ 1 , 19967, on a deux solutions ; mais elles 
ne peuvent donner deux minima, car il devrait y avoir 
un maximum intermédiaire, ce qui exigerait trois solu- 
tions. Elles ne peuvent non plus donner deux maxima ; 
elles donnent donc un maximum et un minimum. L'in- 
tégrale diminuant jusqu'à l'infini négatif, on voit que le 
maximum correspondra à la chaînette qui aura son som- 
met le plus bas, et le minimum à celle dont le sommet 
sera le plus élevé. Cette dernière correspond à la plus 
grande des deux valeurs de c. puisque l'équation de la 
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fit qu'en faisant .x = o, on trouve c pour ordonnée du 
sommet. 

200. Maximum de l'aire de courbes isopéiimètres. — 
Supposons que les extrémités de la courbe soient don- 
nées, et aient pour coordonnées jr,, y, et :c, , ^, ; l'inté- 
grale qu'il faut rendre maximum est i jdx^ et l'on 

doit avoir, en désignant par / la longueur donnée de la 
courbe, 



r 



On posera , d'après la r^te du maximum relaiif , 

X n'entrant pas sous le signe f, on appliquera l'équa- 
tion (17), et l'on trouvera 



OU 

(r — f^) v'i -h /" + » = o; 
d'où 

^-- - (JK - C)' ' 

et enfin 

cet 1' désignant deux constantes arbitraires. La rourbi* est 
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donc un arc de cei-cle-, ei il reste à trouver les constantes 
a, c, c. Ou exprimera d'ahord qu'il passe par les deux 
points extrêmes donnés M, N {fig. 5) , ce qui donnera 

{X, - c)' + (j. - i/y = a% 
(X, - cy + {r, - c-)' =: «=; 
d'où 

j?; — j:| — 2c(x, — I,) + r' — jî — 2C{j'i ~ rO = »' 

équation qui exprime que le centre se trouve sur la pe^- 
pendicidaire élevée sur le milieu de la droite qui joint 
les extrémités. 

Soi t d la longueur donnée de cette droi te , on aura 

équation qui détermine a ; c et c' s'ensuivront, et l'on 
trouvera deux cercles dont les centres O, O' seront symé- 
triques par rapport à la corde donnée. L'un se rapportera 
au maximum, l'autre au minimum : car les deux aires 
sont respectivement égales au trapèze MPQN , augmenté 
ou diminué de la même quantité MRN ; donc , si l'une est 
maximum, l'autre est minimum. On en conclut encore 
que cette surface MRN est maximum ; et si la question a 
pour objet l'aire comprise entre la corde donnée et l'arc , 
elle n'est susceptible que d'un maximum, et il est déter- 
miné par l'arc de cercle dont la corde et la longueur sont 
connues. 

Si la grandeur de l'arc et la direction des axes étaient 
telles que le segment MRN fût coupé par les ordonnées 
extrêmes, cette dernière proposition n'en serait pas moins 
vraie: car, si l'on suppose la courbe déterminée, on peut 
y tracer d'une infinité de manières une corde telle que, 
pour un système d'axes convenable, on rentre dans le cas 
précédent. Or, l'aire totale étant maximum, ce segment 
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le sera de même en laissant son pérïmèiie constant; donc 
il est terminé par un arc de cercle : ce qui ne saurait être 
pour toutes les cordes qu'on peut ainsi concevoir, si la 
courbe entière n'est pas un arc de cercle. Si les deux 
points M et N se confondent, on a le cas d'une courbe 
fermée, et l'on voit qu'elle doit former un cercle entier. 

2U1 . Maximum de la surface engendrée par la révo- 
lution de courbes isopériiiiètres. — 11 faut, dans ce cas, que 

I ydxyji +J"" soit maximum, en même temps que 
\ dx \fï~+~y' = l'y on devra donc poser ' 

r" + a v'i + r") ^^] ~ o. 



X".[(. 



f^'i[{r+'-))n~+7'M-- 



Le calcul sera le même que dans le cas dëjà traité, où 
l'on ne donne pas la longueur de la coiu-be. Seulement 
^ + or est substitué kj. On trouvera dcnic 



-r^«-^) 



La courbe est encore une cbainetle. Les trois constantes, 
a, c. Cl, se détermineront en exprimant que ta courbe 
passe par les deux points donnés , et que sa longueur 
est/. 

âOâ. On démontre en statique que la diaînette est, de 
tontes les courbes i sopé ri mètres , celle dont le centre de 
gravité est le plus bas possible. En admettant cette pro- 
priété, on aurait pu conclure que la courbe qui engendre 
l'aire minimum est une chaînette dont la convexité est 
2* édit. i^ 
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lournéG voi's t'a\c, et que celle qai «igcndi'e l'aire maxi- 
iBUm est c«1Ig qu'on obtiendrait en supposant l'action de 
la pesanteor dirigée eu sens contraire. 

303. Soiide minimum engendré par fa révolution de 
courhet isopérimètres, — Soit /la longueur d'une courbe 
qui passe par deux points donnas , et tourne autour d'un 
axe situé dans son plan ; le solide engendré aura pour ex- 
pression jf ly* lice. K\ns\ \ jVj: devra être minimum, 
avec la condition 



On devra donc poser 



i""'^ 



et la condition du minimum sera , en appliquant la for- 
mule (17), 




Cette équation est céltc de la courbe nommée élastique , 
qui représente la figure d'un ressort en équilibre sous l'ac- 
tion de Certaines ïbtces. On ne périt l'iWt%rer que par 
'série. L«k dettk constantes •a-él c, ttinsi i^tie cdie qn'ttt- 
tmduir^tt l'intégration , se détcntiîneraienit en exprimant 
que la courbe passe par les 'deà* points donnés , -et qtre 
sa longueur e^ /. 
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20i. Si'othistochrone. — On nomme ainsi la courbe 
que doit suivre un corps pesant, pour descendre d'un 
point k un autre dans le moindre temps possible. £n dési- 
gnant par g la pesanteur, on a 

©■ = -<-'.. 

en désignant par x les ordonnées comptées verticalement, 
en sens inverse de la pesanteur, et par Xi cdle du point 
le plus élevé. On tire de là 



V^ V'^, — a; ' - 
el, pour satisfaire à la condition donnée, il faudra que 

l'int^rale / ■ ■■ ■ soit minimum ,ou que l'int^rale 

Jx, V«i— _« 

native j dxtJ' — ^ _^ — E«it nviïbnwu i ce qui 
donne d'abord les équations 



'*'. 



Cette équAtion nu>Btre que ]a courbe est CMoprise dan* 

unplau vertical. Prenons ce plan pour plan des xel^; il 
est connu, puisqu'il renferme tes deux pointe donnés. Ou 
a alors 2 = o, et il ne reste que T^quàtion 

I dr ... . dxi/x, — X 
-— :^= -^ = e, d'où djr = -~ i— 1 



^v- 
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Si l'oii change x, — xenx, celle équation devient 



■#. 



ce qui s'int^rcra facilem^it. 

Cette courbe est une cycloïde dont nous allons recon- 
naître la position. 

B et C (^g- 6) éunt les deux poinU donnés , la trans- 
formation que nous avons faite revient à prendre l'ori- 
gine en B, et Taxe des x dans la direction de la pesan- 
teur. Dans ce système d'axes , une cycloïde dont la base 
serait BY et l'origine en B, aurait pour équation ditTé- 
rentielle 

'-^ "" V M — ^' 

a éunl le rayon du cercle générateur. 

La courbe cherchée est donc une cycloïde dont la base 

cstBY, le diamètre du cercle générateur -i et dont Tune 

des extrémités de la base est B. 

La constante c se déterminera en exprimant que l'équa- 
tion unie de la cycloïde est satisfaite par les coordonnées 
du point C. 

305. Supposons maiutenaot que les deux points ex- 
trêmes, au lieu d'être fixes, soient assujettis à se trouver 
sur des courbes données. On parviendrait, comme dans le 

premier cas, à l'équation^ ^ - z + c", qui prouve que la 

courbe est encore située dans un plan vertical. Ce plan est 
inconnu , mais l'équation de la courbe, rapportée à des 
axes pris dans ce plan , n'en aurait "pas moins la forme 
déjà trouvée ; d'où l'on conclut que cette courbe est une 
cycloïde dont la base est horizontale et dont l'origine est 
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an point de départ. Tout se réduit à trouver les coordon- 
nées des deux points extrêmes et le rayon du cercle gàië- 
rateur. Les deux limites étant indépendantes l'une de 
l'autre, ou devra avoir, pour la première, l'équation 

hI r '^dr — (V — Ny — ISV)|Jj:, — W/,— H'Jï, = 0. 
Dans le cas actuel , on a 



v/^^^- 




v'*,— jrv'i +/' + ï'> 




v'«,-^ï'i+j-"+." 


<U 


-T^i +/■+•" 


di 



L'équation {a) deviendra donc 



[X" 



{'■-') '■>■., 



— dr, — c-fc, ) 
L'intégration par parties donne 

= — VH-c/ + c'b'. 
11 faut , dans cette dernière quantité , substituer à x suc- 
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cessivranenl Xj et Xi, et retraucber le second résiiluit àa 

premier. Pour éviter la difficulté relative aa facteur 

(Xi — x) * , qui devient infini , nous prendrons d'abord 
une limite diilïrente de x, , et nous opérerons les ré- 
ductions; puis nous passerons à la limite x,. Les trois 
toroes V — cj' — c'z', relatifs à cette limite qui tend 
vers Xi, seront détruits identiquement, et il restera enfin 
l'équation 

(i) (— V + çr' 4- c'z'), Sx, — cSy, — e'Sz, = o. 

En substituant les valeurs de V, e, c, on trouve 

— V + cy + c'z' = ~ ' 



ei l'équation (Ô) devient 

*/x, Sx, + dx^ S_y, 4- (/a, S'z, — o. 

Elle exprime que le dernier élément de la cotiibc cher- 
chée est perpendiculaire à la direction de la tangente à 
la première courbe donnée, au point de départ. 
L'équatiou relative à la seconde limite est 

(V — ny — îN'î'). ^^> + NSr, + wse, = o , 

ou 

iLc;St, ■+- dy,Sy-i -y- di;St, =r o, 

ce qui montre que le dernier élément de la cycloide est 
perpendiculaire à la tangente A la seconde courbe don- 
née, au point d'arrivée. 

Ces diverses conditions déterminent la cycloïde dont 
le premier élément est toujours vertical , et la base bori- 
zontale. 

^ les deux courbes étaient dans un même plad ver- 
tical, les propriétés que nous venons de démontrer prou- 
veraient que les tangentes aux courbes données, aux 
points de départ et d'arrivée, sont parallèles entre eHes. 
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20G. Ou appello dîflëitiiicc d'uue variable j l'acviois- 
sèment lini qu'elle reçoit. Les diirérences des fonctions 
sont détermiuées par celles des variables dont elles dé- 
pendent : on les désigne toutes indistinctement par la ca- 
ractéristique A. 

La dilTérence entre les deux valeurs que prend une 
fonction quand la variable dont elle dépend prend deux 
valeurs successives, se nomme la diderence première de 
cette fonction. Celle diirérencc est , en général , une fonc- 
tion de la même variable ; et sa diflereiice première, oorres- 
pondautc à un nouvel accroissement égal de celte variable, 
se nomme la diilei'ence seconde de la fonction. La diffé- 
rence de la dirtéreiice seconde est la dill'éreuce troisième 
de la fonction; et ainsi de suite- Si l'on désigne par « 
cette fonction , ses ditréren<*s successives sont repiésen- 
téespar 

i«, 4'u, 4>o,. ... d"». 

207. Supposons généralement que la différence Ax soit 
une fonction déterminéey(.r) , et soient 

■^f -^u ^it *j.- ■ -. a;,^,, j;„, etc., 
les valeiu? successives qui en résultent pour la variable x ; 
de telle sorte que l'ou ait 

X, = X + \X, X, = x, + Xx, , X, ^ X, + &Xi, . . . , 

équations qui pourront encore s'écrire de la manière sui- 
vante : 



.Cj := X + àx ■+■ Ai^i + Aj:,, 
.Vm_y ^ X ■+■ Ax + ir, +...+ i 
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Toutes ces expressions peuvent être considérées <x>intne 
dépendant uniquement de la première valeur arbitraire x; 
car Ù3: étant une fonction de x, X] ou :c + Ax l'est de 
mtnie. Ar, on JXxi) est donc aussi fonction de x seule- 
ment, et par suite aussi Xj , qui est égal kx+Ax-i-Ax,. 
De même, Ax, ouf\^Xt) sera fonction de x seulement, et 
par suite aussi x» ; et ainsi des autres indénniment. 

Il est encore utile d'observer que chacune de ces va- 
leurs successives peut se former de la précédente, eu y 
changeant x en x + Ax. En effet, supposons qu'il en 
soit ainsi jusqu'à x.^i inclusivement, et changeons x en 
x-(-Axdansx„_i: son premier terme x devient x-f-Ax; 
son second terme Ax devient AX| ; son troisième Ar, de- 
vient Axi , et enfin sou dernier devient Ar^., ; par con- 
séquent, x„_i se trouvera changé en x„. La proposition 
est donc générale, puisqu'elle est vraie pour X|. Si main- 
tenant on considère une fonction quelconque u= f(x), et 
que l'on désigne par 



les valeurs correspondantes à x, Xj , . '. ■ , X„, chacune de 
ces valeurs successives de u pourra être considérée comme 
fonction de x seulement, et se déduira de ta précédente 
en j changeant x en x+ Ar; car, puisque l'on a géné- 
ralement 

et que x„ ne dépend que de x , et s'obtient en changeant 
X en X -|- Ar dans x„_i , u„ sera aussi fonction de x seul , 
et se déduira évidemment de u._i par ce même change^ 
ment. 

â08. D'après la déllnition que nous avons donnée des 
différences successives , la seconde dilTérence A'u sera 
l'accroissement que prendra Au quand un y changera x 
en X + Ax ; la troisième différence A'ii sera l'accroisse- 
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ment de A*u résultant du même accroissement ^x, que 
l'on y fera subir à ;r; et ainsi de suite. 

De même. Au, étant l'accroissement de u, relatif à l'ac- 
croissement Ar, donné à x„ A'h, sera l'acci-oissement de 
Au, quand on y fera croître x, de ÙXi ; et de même pour 
les différences suivantes. On voit donc que les dilTérences 
successives de u, seront les mômes fonctions de Xi que 
celles de u le sont de x; et il en sera de même pour les 
diiTérences de u,, t/»,..., u„, etc. Il résulte de là que 
toutes les différences de u„ s'obtiendraient en changeant 
Xn~t en x„ dans les différences correspondantes de «^_, ; 
et, conune on a vu que ce changement s'opère en substi- 
tuant X + Ax à X lorsque l'on considère x„_, comme 
exprimé en fonction de x, il s'ensuit que les différences 
d'un même ordre quelconque des quantités 



se déduisent chacune de la précédente, en y changeante 
en j? 4- Ar. On observera encore que, pour obtenir A''Up, 
c'est-à-dire l'accroissement de A"~'up, dans lequel on 
change x^ en Xj, ■+- Axp, il suffit de prendre l'accroisse- 
ment que prend A"~'«p considéré comme fonction de x, 
dans lequel on changera xea x-\- Ar. 

Ces propriétés appartiennent aux différences succes- 
sives de X, comme à celles de la fonction quelconque «. 

209. Il est facile d'exprimer la différence A^u au moyen 
des m ■+■ I valenrs u, u,, .»( , . . . , u„. 

En effet, on a d'abord 



Pour obtenir A'u, il faut, dans l'expression de Au, chan- 
ger X eux + Ax, et prendre l'accroissement résultant. 
Cette substitution changeant respectivement u, et u en u* 
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et U], on li'Oiivera 

De même A'u sera raccroîssemenl de l'expression de 
A'u , dans laquelle on cliangera x eu x+ Ax, et l'on 
aura 

On voit jusqu'ici que les indices de u décroissent d'une 
unité, depuis l'ordre de la différence jusqu'à zéro^, que les 
Doefficients sont alternativement positifs ou négatif , et 
sont ^aux à ceux de la puissance de même ordre d'uu 
binante. Or, la manière dont on passe d'une différence à 
U suivante prouve que cette loi est geDéralc. 
En ell'et , si l'on a 

A'a = u„ — A,«„_, + A,a„_, — . . . 
-+■ A,a„_p — Ap+,a„_^, + ..., 

la dîlTérence suivante sera 

— 1 I + À, I — Ap 1 

La loi des indices de u est donc la même pour cette 
diiTérence , et les eoeffîcients se forment de ceux de la pré- 
cédente, en ajoutant, en valeur absolue, ehacund'eoxà 
celui qui le précède : dtHic, si, pour une dilférence, ces 
coeflicients sont ceux de la puissance du même ordre d'un 
binôme, tel que oc — €, ils seront soumis à la même loi 
poUr la diilercace suivante. Donc cette loi est générale, 
puisqu'elle a été reconnue pour la seconde différence. 
On a donc , quel que soit m , 

(,) i-„ = „.-»«._, + ïfclil.._,-...±,.: 

le dernier terme sera positif si m est pair, <t négatif dans 
le cas rontrairc. 
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210. Rëciproc[uemeut, on peut exprimer u„ au moyen 
de u et des m difTérences A«, A'u,. .., A-u. En effet, 
on a 

M| = « + !», tti:=a-|>-aAu + A'k, . . .; 

et, comme on a , en général , 

U„ z=: K;^, -t- d«,_, , 

en v«»t que, si l'on a 

«„_, = a + A,ia + A,i'B + . . . 
H- A^iûZ-u + A^^.,iP+'« + . . . , 
on aura 

+ I I + A. 1 + Ap I 

Donc, si les coefficients des termes de u„_, sont ceux du 
développement de (a + S)"~') les coefficients des termes 
de u„ seront eeux de (a + S}" : quant aux indices des dif- 
férences, ils croîtront de même depuis o jusqu'à4i. Or 
ces lois ont lieu pour u, ; donc elles sont gàiérales, et 
l'on a 

(2) «„ = „ + ^A«+ '"^"~'^ A'tt + ...+A'"a. 

L'analogie entre les seconds membres des équations (i) 
et (2}, et le développement de la puissance m d'un binôme, 
permet de les pemplacer par les équations symboliques 
trè»-9imples 

4"« = (« — i)-, «„ = {i -H a«)", 

dans lesquelles il faut entendre que les exposants des puis- 
sances de u et Au sont remplacés par des indices. 

211. Diffèrentialion des fonctions. — La dilïerence 
première d'une fonction u=V{x) est F(a;4- Ar) — F(jr). 
Voyons ce que devient <;etle dillërencc et colle des ordres 
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suivants , quand on prend pour F{x) les fonctions simples 
x„, a", logx, sinox, coshx, et qae l'on suppose Ax 
constant. 

Soit d'abord u =: Ax" ; m étant positif, on aura 



: A I nix"-'4« + 



'("■-')■ 



La première différence d'un monôme est donc d'iui de- 
gré moindre d'une unité; et il en est de même d'un poly- 
nôme quelconque, puisque ta différence d'une somme est 
la somme des diUerences. 

Il résulte de là que la différence m"'"' d'un polynôme 
entiei- du degré m est indépendante de x. Soit , par 
exemple , 

« = Aj:" 4- A|jr"-' 4- ... 4- A„ ; 

pour la trouver, il suffira , dans chaque différence succes- 
sive, de considérer le terme du degré le plus élevé ; car 
les termes fournis par les autres disparaîtront, au plus 
tard , à la dernière différentiation ; donc ils ne changercmt 
en rien le résultat. D n'est donc nécessaire de calculer que 
la différence m'*"" de Aaf. 

Sa première différence a , pour premier terme , 



et nous négligerons tous les suivants dont le degré est 
moindre. La différence de ce premier terme, dans lequel 
nous su[^oaons Ax constant , a , pour premier terme , 

Am(m — i)x"-'lx\ 

et nous négligerons encore les suivants. 

En continuant ainsi , l'on arrive évidemment ù 
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La diJTérence m''"" étant constante, quel que soit x, les 
diflërences d'ordres plus élevés seront nulles. 

âiâ. Si l'on considère le produit den factenrs, crois- 
sant par degrés égaux à Ajr , 

« = x(jr + ir)(r + 2ir)... [*-}- (n — iJAi], 
on trouvera immédiatement 

Lu = [X-+- lue) {x +. 24*). , . [1 + (/i — i)4j-]«ir, 
4'« = {x + nLx). ..{x-h{n — i)!uc]n{n~ i)ûx', 

i-u =: n{n^ ï)... 2.14*-. 

Toutes les différencee suivantes sont nulles'. 
Si l'on avait 





x{x-hCLx).. 


.[. + {«-, 


,)ir)' 


4a 




■ n^3: 




x{x -\- lue). 


..(x + »»x) 




4'i( 


«( 


n+ ()û^' 




«t*-t-4*). 


..[. + {»-(- 


.)^1' 


f,>« 


-„[n^i){u^2.)l^ . 



' «(3! ~(- aa:). . . [« 4- (n -+- 2)4*]' 

et ainsi de suite indéfiniment. 

213. I^a formule générale (1) devient, dans le cas de 
u = xf, 

4"«= {x-i-mLxf~mlx-k-{m—i)Lxf 

^ 1 ^!^ T . 'J [j; + (m _ 2)4i]". . .::f;m(* 4. icy ± j--. 

Si m ^ n, le second membre est égal à i . 2 . 3 . . . . , nAx", 
quel que soit X. Si, dans ce cas, onfaiijr^o, on obtient, 
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quel que soit le nombre entier n , 

^_„(«_.)» + ;fcll(«_a)--...q:* + i.2.3...«. 

Si l'on ani>-n, A^uest nul, et l'on a, en faisant 07=0^ 

„-_„,(„_,). H- ^î(^=^ (m - 2)" + ... q=m = o. 

Ces deux formules remarquables soiu uUles dans la 
tliéorie des nombres 

214. Soient maintenant 









u 


= a". 




on aura 














Au 


= 0'+*'- 


-a* = 


«■(«"-i) 


donc 
















A'« 


= a- 


(«"- 


.)■• 






&'a 


= a' 


(-"- 


■y, , 




A-u 


= a' 


(«"- 


■r- 


215. 


Soit 




u -=. 


. 108*, 




on aura 













Au =: log(« + A*) — logj = log( 1 + —V 

21c. Soit 

« = Sin,(«.+ b), 
t^u = ûa(«Le -t- aA2 + *) — ■sin(aje + b) 
. «Aj; / air ,\ 

2 \ 2 y 

Si « ^ cos(ax + J), on aura 

AU = cos{(ia; -»- aA« + i) — cos((m: -(- b) 

' — + ")■ 
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Au moyen du ces deux formules , on obtiendra 

4" titt{a»-i- b) = — 4«»' »ia{ax-f-asx-i- b], 

et , en général , 
A"'8in(aj; + 6) = ±a'°lsin j ùa{ax -t "oàx + b), 

A"*' sin {aa; + i) ^±a"- 

les signes supérieurs devant être pris lorsque n est pair, et 
les signes inférieurs quand n est impair. 

On ferait un calcul semblable pour cosax. 

217. La difTérence m'*'"'A'"u peut s'euprimer géuiérale- 
meu au moyen des dérivées de v. On peut aussi la repré; 
scDtcr par une formule symbolique irès-eimple. 

On a d'abord 

Au = — A^ + -r-, h ■ . ■ . 

dx ti.T' 1 .2 

Si l'on change u en Au , on aura A*u , et il est facile de vmr 
qu'aucuu terme ne renfermera une dérivée d'ordre infé- 
rieur au second. En continuant ainsi, on rccouuait que 
ù,"'u sera de la forme suivante : 



les coefficients A, A,,... étant indépendants de la forme de 
la foBctiou u. 

Pour les déferwuer, posons usse^, l'équation devietè- 
dra, en suppiriDiutt le facteur e^, 

(e**'— i)" = AAa;" + A,ix~+' 4-. ..; 

et, roniln« Ax est indéterminé , les coefficients desm^es 
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puissances devront être égaux dans les deux membres ; on 

connaîtra donc A, A|,.... 

La valeur de A"u peut se rqirésenier par une formule 
symbolique, en observant que le second membre de la 
dernière équation se cbangerait dans la valeur de A^u si 

l'on substituait -r- Ax à Ax, et que, dans les puissances 

de -T-, l'exposant du numérateur fût changé en indice de 
diiTérentiation. On aura donc, dans ce sens, 

-318. Lorsqu'on sait trouver la différence de deux fonc- 
tions, il est facile de trouver celle de leur produit, ou de 
leur quotient , au moyen des formules 

^[uv) ^ vAu + ulv ■+- âuAp, 



-v~ ,{. + ^,) 

Si l'on considérait tes produits de plus de deux facteurs , la 
formule se compliquerait rapidement. Dans le cas où ils 
seraient égaux, on trouverait immédiatement 

IK -1- — 1 L h"— 'Ah' -1- ... -1- Ai/»_ ■ 



iM = 



Calcul inverse des différences. 



219. L'objet qu'on se propose dans ce calcul est de 
remonter de la dilFérence d'une fonction à cette fonction 
même; ou, plus généralement, de détermina une fonc- 
tion quand on connaît ime relation entre elle, ses diffé- 
rences d'ordre quelconque et la variable indépendante. 

La difiërence d'une quantité indépendante de la variable 
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étant zéro, il s'ensuit que, lorsqu'on aura trouvé une fonc- 
tion d'après une dîlïérence donnée, on pourra lui ajouter 
une constante arbitraire, et l'on aura une solution plus 
générale de la question. Mais ce ne serait pas la plus géné- 
rale, conune dans le calcul infinitésimal ; et, pour l'obte- 
nir, il faudrait ajouter à la fonction trouvée la fonction la 
pliis générale ayant pour dillérence zéro. 

Or, si l'on donne à X l'accrois sèment Ax, toute fonction 
périodique de x ayant Ax pour période prendra un ac- 
croissement nul, k partir d'une valeur quelconque de x; 
et, réciproqu(»nent , il n'y a qu'une pareille fonction qui 
soit dans ce cas pour toute valeur de x. On voit donc que , 
lorsqu'on donne l'expression de la diÉFércnce d'une fonc- 
tion de X, relative à la dlHércnce Ax de cette variable , il 
sufQrade connaître une fonction particulière qui satisfasse 
à la question ; et l'on obtiendra la solution la plus générale 
en lui ajoutant une fonction périodique arbitraire, ayant 
pour période la diSéreuce donnée Ax. 

On sait que toute fonction périodique peut être repré- 
sentée par une série convergente, dont le terme de rang 
» 4- I a la forme 



/ étant la grandeur de la période. On voit donc que, dans 
le problème inverse des différences, la constante arbi- 
traire sera remplacée par une série dont le premier terme 
sera consUnt, et le terme de rang n + i , 



C'est là ce que nous désignerons, pour abréger, sous la 
dénomination de constante arbitraire. 

Nous représenterons par Du la fonction générait^ dont 
■X' Mit. 18 ' 
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la diflërence première est u; par £*u, celle dont la diffé- 
rence seconde est u, etaiiisidesaite. 

2S0. Si l'oQ considère une valeur quelconque x, de la 
variable et une autre valeur x telle que x„ = x + nAr, 
n étant un nombre entier quelconque, il est facile d'ex- 
primer l'accroissement que prend la fonction F(x) dont 
la diiTérence est u, lorsque la variable passe de x à x„ ^ 
car il est la somme des accroissements correspondants 
aux valeurs x,x + AT,.,.,x + (n — i)Ar, et sa va- 
leur est j par conséquent, 

on a donc 

¥(x.) = F{x) + u -f- u, +...+ u^,. 

La fonction F(x), dont la différence est u, peut être con- 
sidérée comme renfermant une constante arbitraire, ou 
plutôt comme étant elle-même une constante arbitraire, 
si l'on pardcularise la valeur x. 

Si on la désigne par C , et qu'on représente par Xu„ la 
fonction la plus générale qui a pour diiTérence u„, on 
aura la formule suivante : 

(i) ï„. = c -H « -H «, -I- «, -H. . . -J- «._,. 

221 . Il est nécessaire d'observer que la fonction pé- 
riodique qui entre dans C devra être traitée comme unt; 
quantité indépendante de x, dans les intégrations. En 
elfet, supposons qu'on cherche la fonction la plus géné- 
rale dont la diiTérence soit la fonction 9, dont la période 
est Ar. Si l'on considère une valeur quelconque de x, et 
toutes celles qui en diOèrent d'un multiple quelconque 
de Ax, les valeurs correspondantes de la fonction cher- 
chée seront les mêmes que si f élaîi remplacée par une 
consUnte ^ale à sa valeur relative à la première valeur 
de z. Donc , en traitant <f comme on traiterait une quan> 
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tîté indépendante de x, on aura la fonction dont la diiTé' 
rence est (f. 

On peut d'ailleurs le vérifier bien facilement. En effet , 
la fouction doot la difTérence est une qnantité a, indé- 
pendante de x, est — — 1- C, C de'signant une constante 
arbitraire dans le sens déjà défini. 

Or la différence de — — est œ; donc — \- C sera la 

fonction la plus générale ayant pour différence f ; et 
comme elle ne diffère de la précédente que par le cban- 
gemeut de a en (p , il s'ensuit que ces fonctions périodiques 
doivent être traitées dans les intégrations comme les con- 
stantes proprement dites. 

Intégration des fonctions. 

222. Nous commencerons par faire obserYcr que tout 
facteur constant peut être placé indifféremment sons le 
signe S, ou en dehors; et que l'intégrale 2^ d'une somme 
est la somme des intégrales des parties qui la composent. 

Chercbons d'abord l'int^rale de af, c'est-H-dire la 
fonction qui croit de œ" quand on y donne à x l'accrois^ 
sèment ùx, et que nous désignons par Sx"; pour cela, 
remarquons que l'on a 

A(j*^-') = (m -H i)x"iE + i^— ^-^^^.r— 'ij:" -H . . .+ iï-+'; 

prenons maintenant l'iut^rale de cbaque membre, et 
considérons la constante arbitraire comme renfermée dans 
les sommes indiquées; nous obtiendrons 

j*<-' = {m -H OixSx"-)-^^ '-^ix'lif-' 
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d'où 

(., + ,)»- ..a 

^ 1.2.3 m + I 

Si l'on donne successivemeni à m les valairso, i, a, etc.; 
on obtient, en désignant par C une constante arbitraire, 

' y. = - -H G, 

ST = -Ç I* 4- C, 
aux ' 

^ ** , - ^ 



(3) 



Connaissant £r", on pourra déterminer 2'x"' en cher- 
chant, d'après les formules précédentes, l'intégrale de 
chacune des parUes de Xr™, et ajoutant ensuite une con- 
stante arbitraire. On trouvera ainsi £'x", £'j^, etc., et 
à chaque intégration il s'introduira une nouvelle constante 
arbitraire. 

233. Nous avons obtenu précédemment la formule 

A[r{x -H àx)...{j^ -h nAx)] 



^{x -^ &j:){x-f- 2lx). . .{x -h nlx) 
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a cucore trouvé 



donc 

^éx(x + &r) . . .[x -i- (n + i)Ax] 



(«+ i)ar.ic{jrH-Ax)...(ar + n4j;) 

22^. Déterminons mainieDant Sa'. IVous avons vu que 
l'on avait 

io* = a'{a^' ~ i); 

on aura donc, en intégrant les deux membres , puis divi- 
sant par a^ — I, 

^" a'" — 1 

et, par suite, 

£"-*C se déterminera par le moyen des é<juation3 (3), en 
cherchant successivement 2'C, S'C, etc. 
225. Nous avons trouvé 



4cos(a« + b) = — 2sm~siiiU.E + — + b\. 



Intégrant les deux membres , et remplaçant -^ + ~ P^r ^i 
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on obtient 

j™;" + «) = — —,■ "•(■" + »- ^) +C, 

2c<«(«x+S) = — ^«n^J^+i-^) +C. 



â26. Développements de l'intégrale D en séries. — 
Nous avons trouvé précédemment la formule 



Si l'ou suppose que la valeur u corresponde à j; = o et 
que u„ corresponde à x ^ nAr, et soit désigné par u,, 
OD aura 



H ^ ^-~~ '- i'« - 

1.2.3 

Soit 

Au., := f. II, =■ If, il* ^ c, , 

OD aura 



formule qui donne l'intégrale de c au moyen des valeurs 
devet de ses différeaces , relatives à j; = o, et de la con- 
stante arbitraire C, qui est la valeur que doit avoir Sf 
pour x^o. 

Si les différences deviennent nulles, à partir d'un cer- 
tain ordre, la série est composée d'un nombre fini de 
termes. 
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Si l'on demandait l'intégrale seconde d'une fonction, 
on connaîtrait la différeuce seconde de l'intégrale. Ainsi , 
dans le développement de u^,on connaîtrait A*u, A'u, etc. , 
et l'on pourrait prendre arbitrairement u et Au. 

Posant 



^ C + C -- + ■ 



C et C'étant deux constantes arbitraires. On déterminerait 
ainsi une somme d'un ordre quelconque, au moyen de la 
fonction donnée f et de ses didérences , dans lesquelles on 
ferait a? = o. II est facile de voir que l'on pourrait partir 
de toute autre valeur particulière de x. 

227. On peut encore expEÎmerl'iDt^rale Su au moyeu 

de l'înt^rale fudz, et des fonctions w t j- > -rr^ > etc. 

En effet, le théorème de Taylor donne 

du d'u ix' d'il \x' 

rix ax' 1 .2 dx' 1.2.3 

d'où 

2 du ijr' ryd'u ix* ^\d'a 

E + 77.2,S + TTÎTSZs: + ■ ■ 

' Si l'on prend toutes les sommes nulles pour x ^ Xn, et 
qu'on désigne par Ug la valeur de u correspondante à Xt , 
on aura 

.-«. = a»2e + 77,2.51 + 7X3 2»+ •■■■ 
d'où l'on tire 

dx " ~ftï CiZàd^^ ~T7a73 ^d^ — ■■'■ 
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Si l'on remplace suC' 


cessivemeiit i 


ipar / it(/tr et par - 


^1 ctc.,onobtieii 


t 




2"=ix;-"- 




ax' yirf'» 
1 2.3 2àdx' 


yrf'« I du 
2àdx' iiX dx 








■nis- 


..2.32rfx^ •■■' 



les termes en dehors des sigues £ devant être pris entre 
les mêmes limites Xa , x. 

Reportant dans la valeur de 2u celles de 2rf~' 
^.j—,^ etc., on obtient une équation de 4a forme 



2«=if"*-^'H 



On déterminera les coefficients A, B, etc., en posant 
H = e* et Xo = — o9 , ce qui donne l'identité 

— — ! = l -^ + Air 4- Bix" + . . . 1 ■ 

i-_, \,4^ 2 ; 

Le développement du premier membre fera connaître 
immédiatement les coefficients A, B, C... Or il est facile 
de démontrer qne tous ceux qui multiplient les puissances 
paires de ^-c sont nuls. Pour cela , nous ferons passer le 
terme — ~ dans le premier membre; ilsuffira^lorsdefaîrc 
voir que l'expression résultante jouit de la propriété de 
changer de signe sans changer de valeur lorsque l'on y 
change Ax en — Ajr; ou, en d'autres termes, que l'en 
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a identiquemenl 



ce qui se vérifie immédiatement. 
On a donc 



Oa trouvera ensuite 

A = — , C = — _ 
et , par suite , 



(■) 



2- il- -^--^ [!-(£).] 

Lea coefficients numériques qui multiplient — i — 5-7) 

— - • . , - t etc., 5« nomment les nombres rie Bemoulli. 

Leurs valeurs sont 

Il I I 5 

B, = ^, Bj = -5-, B,= -ï-> B, = =-, B,= s~, etc. 

o 3o 4^ ^ ^ 

La formule de 6ip_i est assez compliquée. 

En faisant usage de ces nombres, la formule (i) de- 
vient 

!i /" , M — «. „ ±e rdu fdu\ 1 
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Sommation des séries. 



228. Si Ton considère la suite des valeurs que prend 
une fonction u de x, lorsque x croît par degrés égaux , de- 
puis une certaine valeur jusqu'à une autre, on aura une 
série dont la dilTérence sera la fonction u , dans laquelle 
on donnera à x sa dernière valeur augmentée de Ar. 

En effet , posons 

X = nXr, et Sa„ = « -f- a, + Kl -f- --.-+-«». 
le premier terme m correspondant kx= o. 

Si l'on augmente x de Ax, n augmente de i , et la série 
augmente de u^, ; elle est donc renfermée dans l'expres- 
sion générale de £u„^., , et l'on a 

Sb. = 2«,+, -t- C, ou Su. = IH, +Ua-hC, 

la constante arbitraire devant être déterminée par la con- 
dition que les deux membres soient égaux pour une cer- 
taine valeur de n. 

Si l'on suppose les accroissements de la variable égaux 
à l'anité, ce qu'on peut toujours faire psrr un cliange- 
ment de variable , on aura 

Su, = ïw, + «, + c = 2u,+, + e. 

Appliquons cette formule à la recberchc de la somme 
de quelques suites. 

229. Supposons d'abord u^ = x", c'est-à-dire cber- 
cbons la somme des puissances m des nombres entiers, 
depuis jusqu'à x; on trouvera, en faisant usage de la 
formule que nous avons donnée pour Sjr~, et observant 
que la constante doit y être supposée nulle , 

Sr = i-t- 2 4- 3 -f-...- 1- ;c = V-h^ =^i^±L*, 

^ , III x(x+i)(2x+i) 
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&C+I + l6+8i +...+x'=it'4--J^+5J^— ^j:, 
5 a 3 3o 

S;r'=l +32+243+... +:c'=ir'-J-ix'H jr- î^i'. 

o a la 12 

â30. Nous avons trouvé précédemment 

d,«(*+4J:)...[j: +(n— i)ij:] 

= (;r+Ar)(j;+2Ax}...[j: + (/i — i)i.c]/(ir. 

Donc , en changeant n en n + i , 

2(* + 4*) (* + 2(U;). . .{x + ni*) 

Si l'on considère de même la formule déjà trouvée 



"*(*+**). ..[^ + («-2)A*]- :r(:r+Aa;)...[.ï+(fl-l)a^]' 
on aura, en int^rant, 



2,-pT 



i{«+iv)...[x + («— l)aa;] 



D'après cela, il est facile de sommer les suites dont les 
termes généraux sont les expressions que nous venons 
d'intégrer, et l'on obtient les formules suivantes : 

S(x+l)(» + 2).:.(:. + ») = l(:r4-a)(.+3), ..(:. + ,. H-, )H-t 



(i-H)(i+»)...(H-n) (i+a)(i+3) ...(i+n+i) 
= i.a...(»-:.)(„-.)--;=7'(^+.)(» + 3)...(/ 



jbïGoogIc 



384 couas h'axaltsk. 

en supposant que le premier terme de chacune de ces deux 

suites corresponde à x = o. 

231 . Passons aux Honciions transcendantes , et cW- 
cboiis d'abord Sa'. 

Nous avons trouvé 

a- 

la' = —^ ) 

et l'on doit avoir 



Si le premier terme de la suite correspond à x = o , on 
devra avoir 



232, Détermiaoa5eucoreSain(ax+&), Scos(ax+6)- 
Ona 

Ssia((ix + *) = ï sin [ax + aXx + 6) + c 

— — ■ / £^ A 

2 un ^ ' 

2 

Scos(ax+ fi) = 2cos(aj:+ air + fi) -(- c 

= — im\ax-\ h fi ) -4- c. 

a sin— \ ^ / 

a 

Si les séries doivent commencer à x = o , on trouvera , 
pour la première, 

cos(fi-:ï^) 
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el, pour ]a seconde, 

a sin 

et, par suite, 

/, oAj?\ / aix. ,\ 

coslè _cos{oj- + - — + b] 

S«n(«:r + ù) = — i ' / ^ ^ / 

s c«,(.x + *) = -i î 1 V 1^1 

. aLx 
2 sin 

sin 

Formules d'iiilerpolalion. 

233, Lorsque l'on connaît unoertain nombre de valeurs 
d'une fonction , correspondantes à des valeurs données de 
la variable x, et tpie l'on veut déterminer celles qui se 
rapportent à des valeurs intermédiaires de t, l'opération 
«jui y conduit se nomme interpolation. L'objet qu'on se 
propose, en général, dans cette recherche n'est pas d'avoir 
des valeurs exactes, mais d'obtenir le plus simplement 
possible des valeurs qui aient un degré suflisant d'approxi- 
mation. 

D.nt.zedbïG00g[c 



96 CODKl u AVALISE. 

Dans le n° 226 nous avons trouvé la formule 



■){i 



\ I .2.3 

u désigne la valtur de la fonction , pour x^o; et les va- 
leurs de X croissent par intervalles constants ^aux à ùx. 
Cette série se termine à A''u si la difTérence de l'ordre n 
est constante. 

Or, si l'on donne les valeurs u,U|,Ui,...,Ub) et, par suite, 
u , ùu , A*u, . . . , A"u , on pourra se proposer de trouver la 
fonction u, par la condition de reproduire les valeurs par- 
ticulières u,Ui,...,u„, lorsqn'on donnera à x les valeurs 
o, ùjr,..., nir, et, de plus, d'avoir sa différence ra'*"" 
constante , ce qui simplifiera la formule. 

Ainsi la formule (i), arrêtée à A"!!, donnera pour u, 
une fonctiondudegrémenjT, qui satisfera aux conditions 
demandées. Et, sî on la considère comme exacte, elle fera 
connaître les valeurs de u^ correspondantes à une valeur 
arbitraire de x. Mais il est convenable de ne l'employer 
que pour des valeurs comprises entre o et nAx , à moins 
que l'on ne sacbe que les différences des ordres supérieurs 
à n peuvent être négligées sans erreur sensible. 

Si la première valeur u de la fonction correspondait à 
x^Xf et non à x:= o, la formule (i) ne subsisterait 
plus, et l'on devrait y remplacerxparx — x». 

234. Lorsqu'on connaît u , Au , . . . , A'u , et que A'u est 
constante, on formera chacune des- diverses valeurs de 
A"~'ii en ajoutant A"u à la précédente. On obtiendra de 
même chacune des valeurs de A"~*u en ajoutant à la pré- 
eédente sa différence , et ainsi de suite, jusqu'aux diverses 
valeurs de u, depuis la première jusqu'à l'infini. 
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Ce procédé est employé pour la formation des Tables , 
soit d'après un certain nombre de termes connus entre les- 
quels on veut en placer d'autres , soit d'après une équation 
exacte, mais d'une application peu commode. 

23S. Quelque rapprochés que soieut les termes consé- 
cutifs d'une Table, on a souvent besoin d'en considérer 
d'intermédiaires, et l'on peut, la plupart du temps, con- 
sidérer les difTérences secondes comme nulles. Dans ce 
cas, en supposant la valeur de j? comprise entre j^oet 
Xo + Ax, la formule (i) donnera, en y remplaçant x 
parx — Xo, 



Si 11^ était donné et que x fût l'inconnue, on tirerait de là 



Si l'on ne peut négliger que les différences troisièmes , on 
prendra un terme de plus dans la formule (i). Dans 
ce cas, la formule ne donnerait pas aussi facilement x 
d'après u^, parce que l'équation est du second degré 
en x: la difficulté serait encore bien plus grande si l'on 
prenait un plus grand nombre de termes. On emploie 
alors un procédé d'approximation bien connu : on né- 
glige d'abord les termes qui renferment X — Xe à des 
puissances supérieures à la première, ce qui donne, comme 

dans le premier cas, x — Xo^-^- — Ax; puis on sub- 
stitue cette valeur approchée dans le coefficient de la pre- 
mière puissance de .r — Xo , mise en facteur dans tous les 
termes négligés ; et l'on obtient une valeur plus exacte de 
X — Xfl , qu'on substitue de la nifime manière ; et ainsi de 
suite. ' 

On pourrait encore tirer la valeur de x — Xo en faisant 
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usage de tous les termes où il entre , et r^ardant comme 
connus les auUes facteurs; on appliquerait ensuite le 
même procédé d'approximations successives, et l'on ob- 
tiendrait un degré d'exactitude du même ordre que par 
l'autre moyen, 

236. La formule ( i) suppose que les valeurs de x crois- 
sent par degrés égaux, ce qui n'arrive pas toujours. Nous 
allons faire connaître une formule qui donne la valeur 
de la fonction, lorsque l'on connaît les valeurs Uo) u,, 
ii„...,u„ qu'elle prend quand ,X a les valeurs arbitraires 



Nous prendrons encore une fonction entière et ration- 
nelte de x, de degré n ; elle renfermera n + i cocflîdents 
indéterminés, et l'on pourra, par conséquent, l'assujellir 
aux H 4- 1 conditions données. 
Soit donc 



- 6x + 7 i' -f- . . . -f- ^, 



D'après la tbéorîe des équations du premier Ac%ré, les 
valeurs de ff, €,..., p contiendront Uq, u,,...,u„en facteurs 
à leurs différents tenues, de sorte que u^ pourra se mettre 
sous la forme 

u, = X«, + X,H, + X,u, + . . . + X,»,. 
Or u, se réduit à u^ pour x = jr^; onysatisferadoncsiX 
devient alors égal à i et si X|, X,,..., X„ deviennent nub, 
c'est-à-dire s'ils sont divisibles parx — x„. lien serait de 
même pour chacune des autres valeurs de x; on prendra 
donc pour X le produit d'une constante par tous les fac- 
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leurs X — Xi,,x — Xi,...,x — ar„, excepté x—r,,; pour X, 
le produit d'une autre constante par les mêmes facteurs , 
exceptée: — x, -, et ainsi de suite. Par ta on voit qu'eo 
substituant chacune des valeurs de x, il ne restera que le 
terme où entrera la valeur correspondante de u^ \ et il ne 
reste plus qu'à rendre égal à l'unité son coefficient. SoitXp 
une quelconque des valeurs données de x, et Wp la valeur 
correspondante de u^. 

Xp renfermant les facteurs X — x,,,..., X' — x„, excepté 
X — Xp , il est évident que, si on le prend ^al à ce produit 
divisé par la valeur que prend ce même produit quand on 
y fait X ^ Xp, Xp se réduira à i pour x = Xp. 

Les quantités X , X, , . . . , X„ seront donc ainsi détermi- 
nées de manière que l'équatioudu degré n en xqui donne 
la valeur de u^ soit satisfaite par les n + i couples de 
valeurs données, et aucune autre expression du même 
degré ne pourrait devenir égale aux mêmes valeurs 
ug , . . . , u„ pour les mêmes valeurs de x, sans coïncider 
avec elle. 

La formule chercha sera donc 






{« 


- '.) {' 


-«,).. 


■{'- 


-=,.) 




-'.]{'. 
-'.) (— 


-I,).. 

■'■)••■(- 




1 



Approximation des quadratures, des cubatures et des 
reclijtcations, 

237. Toutes ces questions se ramènent, comme nous 
l'avons vu , à une ou plusieurs intégrations par rapport à 
une seule variable , entre des limites déterminées. Il suHGt 

donc de considérer l'intégrale I f(x)dx- 

On peut, pour en détenmner la valeur, prendre la for- 
n'édit. 19 
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mule (i) (lu n"227, qui donne, en rcmpUçam jXc par à, 

et supposant u = J^x) , 



x: 



3* . 



Si l'on suppose d assez pelitpourqu'on puisse négliger â*, 
on aura simplement 



f 



/(^}rf* 



Si l'on regarde f(x) comme l'ordonnée d'une courbe , cette 
dernière expression est celle de la somme des trapèzes 
compris entre les ordonna successives , les cordes de la 
courbe et l'axe des x. 

238> On pent encore employer la formule d'interpo- 
lation (i) du o° 233, pour représenter l'ordonnée de la 
courbe , puis l'înt^rer entre les limites données ; ce qoî 
n'offrira aucune difUculté, puisque cette expression est 
entière et rationnelle. 

L'emploi de cette formule revient à remplacer la courbe 
dont il s'agit par la parabole de degré n — i , qui a n points 
communs avec elle. 

Quelquefois, au lieu de prendre cette dernière courbe, 
on considère une suite de paraboles du second degré pas- 
sant chacune par trois des points donnés, et l'on rem- 
place les parties correspondantes de l'aire cherchée par 
les aires de ces diverses paraboles, comprises entre les 
deux ordonnées extrêmes qui s'y rapportent. Il faut, 
pour cela , que l'intervalle & — a soit partagé en un 
nombre pair de parties; et chaque parabole donnera 
l'aire ayant pour base deux de ces parties consécutives. 

L'équation de la parabole du second degré, passant par 
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les points dont les abscisses sont o, ^, aAx, et les or- 
données j^e, y, ,ji, est 

son aire entre les ordonnées y^ , yx est 

■ iix{^y, + ai/. + tA'^,), 
ou 

^ (r. + 4r. + rO- 

On aura de même l'aire comprise entre j-, el^», entrey» 
et^,, et enfin entre _j-,„_t et^t„; et il faudra faire la 
Bomme des expressions suivantes, dans lesqudles^tj 
^1 , . . . , y\„ désignent les valeurs de f{pÈ) relatives aux 
valeurs a , a + ^^> . . . , et £ ou a + n Ar : 

^(r. +4/. +j'>), 



L'aire cherchée, ou l'intégrale / f(x)dx^ aura ainsi 
pour valeur approchée, 



(/. +/3+... + r»-.)- 
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COURBURE DES SURFACES. 

239. Uue surface ne pouvant avoir, eu général, un 
contact du second ordre avec une sphère , on ne peut rap- 
porter la courbure des surfaces à cdle de la sphère, comme 
on a rapporté la courbure des lignes à celle du cercle. 
Pour se faire une idée de la courbure d'une surface en 
un de ses points, l'un des moyens qu'on emploie con- 
siste à faire des sections dans cette surface par des plans 
passant par le point qu^ l'on considère, et à déterminer 
la courbure des lignes ainsi obtenues. Les sections qu'il 
parait le plus naturel d'examiner sont celles qui sont 
faites par des plans normaux à la surface : c'est par elles 
que nous commencerons ; nous verrons ensuite comment 
leur courbure détermine immédiatement celle des autres . 
Soit z^¥ (x, j) l'équation de la surface ; nous suppo- 
serons, pourplus de simplicité, que l'on ait choisi le plan 
tangent au point que l'on considère, pour plan des x ely, et 
la normale pour axe des z ; les propriétés indépendantes des 
axes, que nous découvrirons ainsi, auront le même degré - 
de généralité que si le système d'axes avait été tout autre. 
Un cercle situé dans un plan passant par l'axe des z, et 
tangent , à l'origine des coordonnées, à la section faite par 
ce plan dans la surface , aura pour équations 

X ^ ma:, x'- -h j' + s' — aRs := o; 
d'où 

j:'{i ■+■ m') 4- z' — zRî = o. 

Pour qu'il y ait un contact du second ordre avec la sec- 
tion , il faut que^ ait la même valeur dans l'une et l'autre 

courbe. Or la dernière équation dillerentiée deux fois 
donne 

. + »- + c-«)S + fâ="- 
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A l'uriginogona 

d'où résulte 

1 + »j= - R — , = o, R = Î-J^. 
^' 
^j D'éunl pas une dérivée partielle. Pour en obtenir !a 

valeur, il faut remplacer j' par mx dans l'équalioa de la 

surface, puis dilférentier deux fois par rapport à j?, et 

faire x, y, z nuls : on trouve ainsi , pour valeur de la dé- 

, rf'ï 

rivee totale -r-.i 

dx' 

r -H ■îSiii ■+■ tm', 

/', 1', t désignant respectivement les dérivées partielles 

lUc' djedj ily' 
Le rayon de courbure R de la section normale aura donc 
pour expression 

(,) R= ■+"■' . 

' ' r + 2 ïffi + (m' 

Il restera toujours fini et de même signe si l'on aj* — n-^o : 
la courbure sera donc toujours dans le même sens. Il de- 
viendra infini et cKangera de signe si «* — r(>o;lacoHi> 
biu-c changera alors de sens. Si 5* — rt=o, il devient infini 
sans changer de signe. 

S40. Si l'on cherche le maximum et le minimum de 
cette expression, relativement à la variable m, on con- 
naîtra le plus grand et le plus petit rayon de courbure des 
sections normales. L'équation qui détermine ces valeurs 
particulières est 
(2) sm' + (/■ - t)m ~ s = o. 

Les deux racines de cette équation sont réelles et de 
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signes contraires; substituées dans la seconde dérivée de R, 
elles donnent des résultats de signes différents, et , par 
conséquent, correspondent, l'une à un maximum, l'autre 
à un minimum algébrique. 

Le produit de ce» deux racines étant — i , les deux plans 
qui renferment les sections de plus petite et de plus grande 
courbure, et que nous nommerons sections principales, 
sont rectangulaires entre eux. 

34i. Si l'on prend ces deux plans pour plans des JT, « et 
desj*, Zy l'expression générale de R se trouve simplifiée. 
Car les deux racines de l'équation (a) devant être alon o 
et 00, on devra avoir s^o, et, par suite, 



Dans le cas actuel, deux valeurs de R suffiraient pour 
déternûner r et t ; ainsi, quand on connaît la direction 
des sections principales, les couriinres de deux sections 
normales quelconques de position connue déterminent 
toutes les autres. 

Si l'on désigne par />, p' les rayons maximum et mini- 
mum, on aura 



Oi^ peut donc exprimer R en fonction de p, p', m , et l'on 
obtient ainsi 



ou , en posant m = t«ng« , 



Si l'on désigne par v la courbure d'une section quel- 
conque, et par v\ v' cdies des sections principales, elles 
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seront respeciivetueiu égalvs à —, -, -,i cointue nous l'a- 
R p p 

vons vu dans le calcul différentiel , el Tépation précé- 
dente devient 

d'où l'on voit que les deux courbures principales déter- 
minent celles de toutes les sections normales. 

On déduit de cette équation plusieurs conséquences im- 
porta» tes : 

1". Si l'on mène par la nornialedcux plans également 
inclinés sur le plan d'une des sections principales, la 
courbure des deux sections sera la même ; 

2°. Si l'on mène deux plans paiement inclinés sur les 
plans respectifs des deux sections principales , de quelque 
cAté que ce soit , la somme des courbures de ces sections 
sera consiaule et égale à la somme des courbures des sec- 
tions principales. 

Car, en les désignant par v elv„ on aura 



Si les deux angles x sont pris dans le mcme sens, les 
plans sont rcctangvdaircs : d'où l'on voit que la somme 
des courbures de deux sections normales rectangulaires 
entre elles est constante. 

3". Si l'on fait« ^ -j on a 1»= • Donc la cour- 
bure de chacune des sections dont les plans partagent en 
deux parties égales les angles des plans des sections prin- 
cipales , est ^ale à la moyenne entre les deux courbures 
principales; et la sphère qui passe par les cercles oscula- 
teurs de ces sections donne la m^me somme que la sur- 



jbïGooglc 



29b CUVES U AHALVSm. 

face, pour le» courbures de deux sections aormales rcc- 
Ungulaires. On voit encore que deux plans également 
încliiiés sur un de ces plans moyens donnent des sec- 
tions dont la somme des courbures est 1/ + v", puisque 
ces plans font des angles ^aus avec ceux des sections 
principales. 

342. Indicatrice. — Si, à partir d'ua point quelconque 
d'une surface, ou preud sur la uormAe une longueur 
infiniment petite, et que par son extrëmité on mène un 
plan perpendiculaire à la normale, il coupe la surface 
suivant une conrbe infiniment petite, que M. Ch. Dupin 
a considérée le premier, et qu'il a nommée indicatrice. 
Toutes les propriétés que nous venons de démontrer s'en 
déduisent très-simplement, ainsi que beaucoup d'autres 
qu'il convient d'étudier dans les ouvrages de l'auteur. O 
est facile de reconnaître d'abord que cette coui'be est du 
second degré, si l'on néglige les quantités infiniment pe- 
tites par rapport à ses dimensions; ce qui signifie que, lors- 
que cette courbe tend à se réduire 'à un point , à mesuré 
que son plan se rapproche du plan tangent, une courbe 
finie qui lui serait semblable aurait pour limite une sec- 
tion conique. 

En efièt, si l'on prend la normale pour axe des ;;, l'é- 
quatibn de la surface , rapportée à des axes rectangulaires, 
sera généralement 

z = {rx'+ sxy -i- -^ ty' ■^- . . ., 

et l'on sait qu'on peut choisir dans le plan des X, y deux 
axes rectangulaires particuliers tels , que le rectangle xy 
ne se trouve pas dans le second membre. En les choisis- 
sant , l'équation de la surface sera de la forme 



On sait encore que si les coefficients r, ( sont inégaux , il 
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n'y a qu'un seul système d'axes rectangulaires qui jooisse 
de la propriété de faire disparaître le rectangle X)' ; et 
que , s'ils sont égaux , il y en a une infinité. 

Si maintenant on fait z=3ee, ee étant infiniment petit, 
et qu'on se borne aux termes du second degré en x et ^, 
on aura pour équation de la section , qui est l'indicatrice , 
(1) • ro!' -^ ly' = 2a, 

équation qui représente une ellipse ou une hyperbole , 
dont le centre est sur la normale. 

Soient A (Jig. 7) le point de la surface, AN la nor- 
male, AO=a, et fiC l'intersection du plan de Findica- 
trice par un plan normal quelconque. Le centre de cour- 
bure de cette section est la limite de la rencontre de AN 
avec la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde 
AC ; et si l'on appelle K le rayou du cercle osculaleur, on 

aura R = -j-r- 1 ou, en désignant par 2X le diamètre BC de 

l'indicatrice que nous supposerons elliptique , R ^ — 

On conclut de là que les sections dont les plans passe- 
ront par les axes de l'indicatrice auront la courbure nusi- 
mum ou minimum. Toutes les autres conséquences s'en 
déduiront facilement, et l'expression de R en fonction 
de r, s, t s'obtiendra comme précédemment pour un plan 
quelconque ayant pour équation y = "^^ '• car on aura 



Si l'indicatrice était une hyperbole, le rayon de courbure 
deviendrait infini lorsque le plan de la section passerait 
par une de ses asymptotes , puis aurait une expression né- 
gative si l'on ne changeait pas de signe a. Il faudra donc , 
pour l'avoir positif, mener le plan de l'indicatiicc de 
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l'autre càt^ du plan Ungenl; ce qui monlre que la cour- 
bure des secdons a chan^ de sens. Les deux indicatrices 
que l'on obtient ainsi sont deux hyperboles conjuguées , et 
leurs axes réels correspondent aux sections de plus grande 
courbure parmi toutes celles qoi sont situées du même 
c6té du plan tangent. 

Si l'on avait conservé le signe de l'expression de la 
courbure , on aurait , comme nous l'avions dit en général , 
un maximum et un minimum pour les courbures princi- 
pales. 

L'indicatrice pourra oicore être du genre de la para- 
bole, <^i comprend le cas de deux droites parallèles : 
c'est ce dernier cas qui arrivera si l'on a 



Cela ne signifiera pas que la section de la surface par le 
plan parallèle au plan tangent n'est pas une parabole; car 
nue parabole dont le paramètre est infiniment petit, 
étant considérée à une distance finie de son sommet , se 
confond sensiblement avec deux droites parallèles. Ainsi , 
Ion même que la section serait une parabole, l'indica- 
triœ se présenterait cranme l'ensemble de deux droites 
parallèles, excité dans le cas où le sommet de cette pa- 
rabole serait à nnc distance infiniment petite du point qne 
l'on considère sur la anrfsce : ce cas ne peut être qu'ex- 
ccptîrainel , puisqu'il n'a pas lieu dans l'hypothèse la plus 
<Hdinaîre où l'équation de la surface peut être développée 
comme nous l'avons supposé. 

Lorsque l'indicatrice est du genre de la parabole , il n'y 
a qu'une seule direction pour laquelle la courbure soit 
nulle , ou le rayon de courbure infini ; c'est celle de l'axe 
de la parabole. 

Cette direction est celle de la courbure minimum ^ la 
courbure maximum est dans la direction perpendiculaire. 
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S43. La courbure des sections obliques se ramèiw à 
celles des section» normales. Kn «ffet, soit UKÇ^g. 8) 
rîDteraeotion du plan de l'indicatrice et d'un plan passant 
par la tangenla en A , à la section nonnale BAC , et faisant 
un ai^le e avec le plan de cette section . La corde HK étant 
parallèle à la tangente menée en A à la courbe HAK, la 
perpendiculaire AP abaissée de A sur HK , partage cette 
ligne en deux parties que l'on regardera contme égales, 
parce qu'elles ne diffèrent que d'un infinïmeni petit du 
second ordre : OP est perpendiculaire à HK. , et du second 

ordre comme AO, puisque — = unge. On pent donc 
regarder les longueurs BC , HK comme égales ; et le rayon 
de courbure de la section HAK , qui a pour valeur -^ > 
sera ëgal à -^ ; il est donc égal k celui de la section 

normale BAC multiplié par ^ ou cos e. D'où Ton déduit 

ce théorème remarquable , dû à Meunier, que le rayon de 
courbure d'une section oblique s 'obtient en projetant sur 
le plan de cette section le rayon de courbure de la sec- 
tion normale gui a la même tangente. 

244. La position particulière que nous avons donnée 
aux axes a rendu plus facile la démonstration des pro- 
priétés précédentes; mais il est nécessaire de traiter la 
question pour une position quelconque des axes, parce 
qu'on peut avoir à déterminer les sections principales en 
un point quelconque d'une surface, rapportée à des axes 
rectangulaires quelconques. 

Soient x', y', z les coordonnées d'un point quelconque 
d'une surface donnée , et « , € , y tes angles formés avec 
les axes par une tangente à la surface en ce point, on 
anracosy = ^ cos a: -4- 9 cos €, puisque l'équation du plan 
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Ungenl esl z — z' = p(x — x') + q(f — y'), et que les 
différences x — x\-y—y', z — z' sont proportionnelles 
aux cosinus des aogles que fait avec les axes une droite 
située dans ce plan. Si l'on substitue à cosy sa valeur 
VI — cos*a — cos*6, on obtient 

(i) (i +/>'}cos'B4-2/>7cosacos6 + (i +7')cc«'e= I. 

C'est la condition pour que les angles a , S appartiennent 
k une tangente quelconque. 

Si par le point (x', y', z' ), et par un autre point înGni- 
ment voisin , pris sur la courbe qui se rapporte à cette 
tangente, on mène deux plans normaux à cette courbe, 
ib se couperont suivant l'axe du cercle osculatear de 
cette courbe, et les équations de cette droite seront 

(x-'x')d^ +{r—y)tiy +{1— !')<*>' =0, 

{x-^')d'^ + {X-x')dy'-h{z-z-),/H'^d4'\ 

Cette ligne, étant dans le plan normal à la surface, ren- 
contre la normale , dont les équations sont 

x — j!' + p{z — z') = 0, jr—y + q{z — B') = 0. 

Les coordonnées x, j, z du point de rencontre seront 
données par les équations 



en posant 

rf'e' — pd'x' — ^d'y' ^ Drf»''. 

La valeur de D peut être transformée en dilTérentiant l'é- 
quation 

rfa' ^^ pdx' + qd^', 
ce qui donne 

d'z' = pd'x' 4- qd'y' + nix" + 2sdx'dj-' ■+- idy", 
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On voit par )à que D reste le même si a et S ae cliaii- 
gent pas ; îl en est donc ainsi du point de rencontre de la 
normale à la surface, et de l'axe du cercle osculateur de 
toutes les sections obliques, dont le plan passe par la 
.même tangente. 

Il résulte de là que toutes ces sections ont leurs centres 
de courbure sur une circonférence dont le plan est per- 
pendiculaire à leur tangente commune, et dont le dia- 
mètre est la ligne qui joint le point de contact au point 
6xe, que nous venons de trouver sur la normale. Ce 
point est donc lui-même le centre de courbure de la sec- 
lion normale; et l'on voit que les rayons de courbure de 
toutes les sections qui ont la même tangente sont les pro- 
jections de celui de la section normale sur leurs plana 
respectifs. 

D'après les valeurs que nous avons trouvées pour les 
coordonnées du centre de courbure de la section nor- 
male, sou rayon de courbure aura pour expression 



R 




D 


+ 1', 




1+;.' 


• + q' 



acos6-4 



(>) 

245. Le maximum ou le minimum de R, relativement 
à la variation de a et €, correspond au minimum ou au 
maximum du dénominateur, et sera donné par l'équa- 
tion 
(rcoSB -f- jcos€)rf.cosa = — (.c cos« + f co96)rf.cos6i 
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ou éliminera d.cosct et d.cosS en difiërentiant l'équa- 
tion (i), ce qui donne 

[(' 4- /»')«»« ■+- pqco»ë]d.cosa 

= — [[l + î')cO*6 + pq COia]d.cosS, 

et , divisant ces deux équations par ordre , il vient 
cosa-l-»cosS rcosS + fcoSa 



(3) 



(l -h p^)cosa.~{- pqCOaS (l -f-Ç'JCOsS -h pq COS» 



Les équations (i), (3), (3)détennînent les valeurs deix,€,Il, 
qui se rapportent aux sections principales. 

PooT' faire plus commodéjnent ce calcul , on multi- 
pliera par cosa les deux termes de la fraction qui forme 
le premier membre de l'équation (3), et par cosS les deux 
termes du second membre, puis on ajoutera les numéra- 
teurs entre eux et les dénominateurs entre eux j la fonc- 
tion résultante, qui est — , sera égale à chacun des membres 
de l'équation (3) , ce qui donne 
I3)bit j'"*^" + îcosB = D[{i + /)')«)»« -+- pqcoie.], 

' ' )/ C0S6 + *C08« := D[(l + ?') cos6 + pq COSa], 

on 

{i\ i t^^' "^ ^'^ - r] cos^ = {* - pqD) cosS, 

^*' I [D(l + q'} — t] COSe = (s — p<jl>) COSa. 

Ces deux équations, multipliées membre à membre, 
donnent 

fD(l + />') - r] [D{. 4- q') -(] = (*- pqD); 
OU 

(l + p' + q')D'—D[(l + p')t + (, + q')r~1il>qs] + rt = s'. 

Cette équation fera connaître les deux valeurs de D rela- 
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tivcs aux sections principales; et, comme on a 

R_ ^ 

l'ëqualioQ qni donnera les rayons de couiiture de ces seo 
tions sera 



Enfin les valeurs de a ei S seront déterminées par l'ëquci- 
tion (i) et l'une des équations (4). 

246. Si l'on veut connaître les points particulier de la 
surface où les sections principales, et , par suite, toutes les 
sections normales ont la même courbure, il faut exprimer 
que les deux racines de l'équation (5)sont^a1ea.II semble 
d'abord que l'équation qui en résulte entre p, q^ r, s, t, 
jointe i celle de la surface, déterminerait une ligne; mais 
il est facile de voir que l'égalité de ces racines conduit à 
deux équations. 

En elfet , l'équatîon de condition peut se mettre souS la 
forme 

[(, + ,.),_(,+ ,.)r + 2«(^^-^,- ,)]' 

or elle ne peut évidemment être satisfaite qu'en posant 
-^~-ï = o, et (i+;»'}ï-(i-f.,')r=o. 
équations qui pewrent s'écrire ainsi ; 

> ' l+p' 1 + 9' pq 

Ces deux équations, jointes à celle de la snrface. déter> 
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minent un nombre fini de points, auxquels on a donné le 
nom à^ombûtcs. On les aurait obtenues en exprimant que 
les valeurs de D, données par les équations (4), sont indé- 
pendantes de <z et S, comme cela doit être pour que la cour- 
bure de toutes les sections normales soit la même. 

247. Tangentes conjuguées. — SîTon trace une coniiie 
quelconque sur une surface, et que, par tous ses points, 
on mène les plans tangents à la surface, ces plans, par 
leurs intersections successives, détermineront une surface 
développable circonscrite à la première. Ses arêtes sont 
mclinées sur la courbe de contact suivant une loi remar- 
quable que M, Dupin a reconnue le premier, ei que nous 
allons faii-e connaître. 

La quesdon que nons nous proposons est donc celle-ci : 

Le point de contact iTun plan tangent à une surface 
Quelconque se déplaçant suivant une certaine directwn, 
trouver à la limite la droite suivant laquelle ce plan tan- 
gent sera coupé par le plan infiniment voisin. Ces deux 
directions sont tangentes à la surface, et M. Ch. Dupin 
leur a donné le nom de tangentes conjuguées. 

Pour cela , nous prendrons pour origine le point de con- 
tact de la surface avec le plan tangent que l'on considère, 
et dans lequel nous prendrons les axes des x et _^ ; nous 
choisirons, comme dans le n** 242 , pour directions de ces 
deux axes, celles pour lesquelles le rectangle xy ne se 
trouvera pas dans le développement de z suivant les puis- 
sances ascendantes de ces variables. Nous aurons alors, 
pour X =^ a , j ^ o ,\ei conditions 

Soient x", y', z les coordonnées infiniment petites du point 
de contact d'un second plan tangent; la direction suivant 
laquelle se sera déplacé le point de contact fera , avec l'axe 

des X, un angle dont la tangente sera la limite de — -, , lorsque 
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x', y tendront vers zéro ; nous désignerons cette limite 
par m. L'équation du plan ungent au point x'y'g' sera 

î - 1' =/>'(x - x*) 4- ?'(r -r'). 

et si l'on observe qu'à l'origine on a 

p ^ o, q ^ o, s ^ o, 

il s'ensuivra, en observant que x', y' sont infiniment 
petits, 

et l'équation du plan deviendra 

7-jr" h-" 

« = rs'x -k- ty'y ^^ \ 

faisant z = o pour avoir l'intersection avec le premier 
plan tangent, qui est celui des x ety, il vient, en rem}^- 
çanij' parwu:' et divisant para:', 

rx ->r tmj — "L. {r -\- mH) = o. 

Pour avoir la droite cherchée, il suffit défaire x'=o dans 
cette équation, et il vient 

(7) rx + tmy =0 

pour équation de la tangente conjuguée de celle dont ta 
direction est déterminée par m. Si donc on désigne par m' 
la tangente de l'angle que cette droite fait avec l'axe des :r, 



On T<Ht done que les directions de deux Ungentes conju- 
2* i£t. ao 
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go^s «[UelcoDqves so«i celles ôe deux dîftnièli'cs cotiju- 

goés de la section coiiique ayant pour équation 

rx' + 0-' = <;, 

c désignant une constante quelconque. Cette courbe n'est 
autre que l'indicatrice au point que l'on considère , et 
dont nous avons donné Téquation dans le n° 212 . Car 
on désigne seras cette dénominatiwi générale, tMiti-seule- 
ment la section inSniment petite , faite dans la surface 
par un plan parallèle au plan tangent , à une distance infi- 
niment petite, mais encore à toute section conique sem- 
blable à celle qui est donnée par IHnlersection dece {dan 
avec la surface. 

L'angle des tangentes conjuguées est droit quand elles 
sont dirigées suivant les deux diamètres conjugués rec- 
tangulaires de l'indicatrice, et, par ooHséquent, suivant 
l«B 'directions 'des courbures mariniuBi et minimum. 

JVous nous bornerons à cette propriété fondamentale 
des tangentes conjuguées, qui montre un nouvel usage de 
l'indicatrice dans l'étnde générale des surfaces, et nous 
renveri'ons, pour pins de détails, aux Mémoires mêmes 
de l'auteur. 

Lignes de courbure. 

S^- Si» par tous les points d'une ligne tracée sur une 
siu-face, on mène des normales à cette surface, elles sont, 
en général, dans 4es plans différents, et la pIus<court£ 
distance de deux d'entre elles, correspondantes à des points 
infiniment voisins sur la surface , est un infiniment petit 
du même ordre que la distance de ces deux points et que 
l'angle de ces mêmes normales. 

Mais on peut se proposer de déterminer les lignes qu'il 
faudrait tracer sur la surface pour que la pins courte dis- 
tance des normal successives fût, non pas nulle, mais 
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lufiniinent petite par rapport à la distance des points cor- 
respondants delà surface, ctà]'angledesdeux normales. 
Les normales se trouveront alors dans le même cas que . 
les tangentes à une courbe à double courbure ; et leur en- 
semble formera une fiuiface d^veloppable. Soient ar', jr', z ', 
les coordonnées d'un point quelconque d'une surlâce, les 
équations de la normale en ce point seront 
« — j:' + /.(*—*'} = o, y — jr' -\- q{a — *') = o. 

Le point d'intersection de cette ligne et de la normale au 
point infiniment voisin, dont les coordonnées soa\.x'-Y-dx\ 
y' + ày'^ z' -+- dz\ sera donné par la combinaison de ces 
deux équations et de leurs différentielles par rapport à 
ar', y\ z\ qui sont 

— de' — pdz' + [rdx' + idy') (s — ^') = o, 

— dj' — qd%' + itdy' + sdx') (s — »') = o, 
ou, en remplaçant 1/2' par ^dx' + f^', 

j(i + p')dx' + pqdy' = (rdx' + sdy') (z - ^), 
* ' h' + 1')'^/' + Z^-^' = (%' + "i«') (î - '')■ 

La condition pour que les deux normales se rencon- 
trent, s'obtiendra en exprimant que les valeurs de z — z'' 
sont les mêmes dans ces deux dernières équations; on 
trouve ainsi 

[i + p')dj:'-\-pqdy' ^ {t-t-q')dx' + p^dx' 
19J rdx' + idy' idy'-i-sdK' ' 

équaUon qui est la même que l'équation (3), et donne, 
par conséquent, pour ^,les'deux valeurs qui se rappor- 
tent aux tangentes des sections normales de courbures 
maximum et minimum. Seulement il faut bien observer 
que l'équauon (9) n'exprime pas que les deux normales 
se coupent réellement, puisqu'on a négligé les termes du 
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second oi^re; mais que l'on trouvera pour x, y^ z des 
valeurs qui satisferont aux équations de )a première 
normale, et telles qu'augmenlAîs de quantités d'ordre 
supérieur au premier, elles satisferaient à la seconde. 
£lle exprime donc que la plus eouric distance des deux 
normales est un infiniment petit d'ordre supérieur au 
premier. 

Si l'on élimine -f- , entre tes équations (8), il vient 

Cette équation, jointe aux équations de la normale 

x — x'+p{% — z')=o, ^-_ J.' + y (,_,') — o, 

déterminera les coordonnées x,/, z du point de rencontre 
des deux normales infiniment voisines; et l'on aura la 
surface, lieu de tous ces points de rencontre, en éliminant 
x', j', z' entre ces trois équations et celle de la surface 
donnée. 
249. Les équations (8) ne dillèrent des équations (3) £û 

que par le changement de ~ eu (a — z"). La valeur de 



(z — z) '^i + p' + ç*, ou la partie de la normale com- 
prise entre le point de la surface et le point de rencontre 
avec la normale infiniment voisine , sera donc ^ale à 
= \'i + /''4-9*ouà B. Ainsi, les distances du point de 

la surface aux points où les normales infiniment voisines 
se rencontrent sont égales aux rayons des courbures prin- 
cipales. Ces deux points de rencontre ne sont donc autre 
chose que les centres des courbures principales. 

250. Cela posé, déterminons la courbe qui, en chacun 
de ses points, jouît de la propriété d'être tangente à la 
section principale , et qui est telle , par conspuent , 



jbïGoogIc 



SECONDE rAKTIE. 3â<) 

que les normales à la surface , menées par deux ]>oints 
inGntment voisins , pris sur cette courbe, se rencontrent. 
Les coordonnées x', y', z' d'un quelconque de ces points 
satisferont à l'équation (9) et à celle de la surface : cette 
dernière donne z en fonction de x', y\ et , si l'on substi- 
tue cette valeur dans l'équation (9), on aura une équation 
du premier ordre entre x',^\ et du second degré par rap- 
port à -T~, ; on l'intégrera , et l'on aura deux équations 

finies , renfennant chacune une constante arbitraire , que 
l'on déterminera en exprimant que chacune de ces deux 
équations entre x' et ^ est satisfaite par les coordonnées 
du point de la surface par lequel on voudra faire passer les 
courbes. 

C'est ainsi qu'on détermine les équations de ces lignes 
remarquables auxquelles on a donné le nom de lignes do 
courbure. 

251. Cherchons maintenant l'équation de la surface 
développable , lieu des normales à la surface donnée, 
menées par tous les points d'mie de ses lignes de cour- 
bure. 

Les équations d'une quelconque de ces normales se- 
ront 

X ~j;--^p(t — z')i= o, J- — /' + î(» — a') = o. 

et les coordonnées x\y',z' devi-ont satisfaire à l'équation 
de la surface donnée et à l'intégrale de l'équation (9). Si 
donc on élimine x', y' -, z' entre ces quatre équations , 
l'équation finale entre x\ y', z' sera celle de la surface 
cherchée. 

Les deux surfaces obtenues ainsi pour les deux lignes 
de courbure qni passent par un même point se coupent 
à angle droit ; cl, en général , toutes celles qui se rap- 
portent à l'un des systèmeijJe lignes de courbure coupent 
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à angle droit toutes celles qui se rapportent à l'autre 

système. 

252. Enfin, si l'on veut connaître le lieu des points 
de rencontre des normales consécutives, ou l'arête de re- 
broussemeut de la surface qui est le lieu de ces normales, 
il faudra joindre l'équation (lo) à celles qui ontdéterminé 
l'équation de cette surface. On en éliminera x', j^', z ' au 
moyen des deux équations de ta normale , et de celle de 
la surface donnée ; on aura ainsi une seconde équation 
entre x, y, r, qui , jointe à celle de la surface dévelop- 
pable, déterminera l'arête de rebronssement qui corres- 
pond à la ligne de courbure que l'on considère. 

Cette seconde équation entre X, y, z étant indépen- 
dante de la ligne de courbure , est satisfaite par les arêtes 
de rebroussement relatives à toutes le^ lignes de courbure 
de la surface donnée ; elle représente donc le lieu de ces 
arêtes, ou de tous les points de rencontre des normales 
consécutives de la surface donnée. 

253. Les points de rencontre des normales consécu- 
tives sont , comme nous l'avons dit , les centres des cercles 
osculateurs des sections principales : mais il faut bien se 
garder de croire qu'ils soient les centres des cercles oscu- 
lateurs des lignes de courbure ; car les normales qui y 
passent sont tangentes à une même courbe, propriété qui 
n'appartient jamais aux normales qui passent par les 
centres de courbure d'une courbe qui n'est pas plane. Or, 
en général, les lignes de courbure ne sont pas planes; et 
même elles pourraient l'être sans que leurs cercles oscu- 
lateurs se confondissent nécessairement avec ceux des 
sections principales : on en voit un exemple très-simple 
dans les parallèles d'une surface de révolution. 11 faut, 
en outre, que leurs plans osculateurs soient normaux, 
et que, par conséquent, les lignes de courbure soient les 
lignes de plus courte distance sur la surface. 
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254. Soient aa, a J les paramètres des paraboles prin- 
cipales d'un parabotoïde dont l'axe est dans la direction 
des z positifs; l'équadon de cette surface sera 



L'équation (8)^ qui appartient aus deux lignes de cour- 
bure, devient ainsi, en posant T = A, a{a — £):=B, 

Si l'on diiférentie cette équation , on obtient 

Si l'on tire de la précédente la valeur de x' — Ay' + B , 
et qu'on la reporte dans la dernière, on trouve 



dy y 
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Les trois termes éunt des dérÎTées exactes, on aura, 

intégrant, 



Cdx 



d'où l'on bre, en ïnlégrant de nouveau 



Mais cette équation , avec deux conslantcs arbitraires , est 
l'inl^rale de l'équation du second ordre, et doit renfer- 
mer, comme cas particulier, celte de la proposée. En sub- 
stituant cette valeur de j' dans l'équation du premier 
ordre, on trouvera entre C et C une condition qui ré- 
duira ces constantes à une seule. Cette condition est 

C = — t de sorte que l'équaûon générale des ligues 

de coorbore du paraboloïde est 

BC 

ou, en substituant à A et B leurs valeurs, 
bala—b)C 

Ces courbes se projetteront d«Mic sur le plan des x et ^ 
suivant des Hyperboles ou des ellipses , suivait que C sera 
positif ou négatif. 

La valeur de cette constante sera déterminée sî l'on 
donne les coordonnées x', y\ du point de la surface par 
lequel on veut faire passer ta ligne de courbure : on aura 
ainsi l'équation 

ou 

«j:"C'-J-[6j;" — rt/" + fl6(-i — 6)}C — A7" = o; 
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d'où l'on lire pour C des valeurs rëelles inégales, l'une 
positive et l'autre négative, que nous désignerons par et 
et — S. Les équations des deu'c lignes de courbure qui se 
croisent au point donné ont donc pour équations 





b + c 


<« 


Sx-^- 


ub{a- 


-*)e 


aS- 


-b 



Si l'on suppose a ^ &, la parabole, située dans te plan 
des X et z, est celle qui a le plus grand paramètre. Les 
hyperboles suivant lesquelles se projettent les lignes de 
courbure ont alors leur ase réel dans la direction de l'axe 

des j, et sa longueur est i/ — —-— — —•■, elle est maxi- 
mum pour ix= 00, etsa valeur est \lb{a^b); les hyper- 
boles se réduisent alors à l'axe des ^. On voit donc qu'en 
portant sur l'axe desj^, de part et d'autre de l'origine, 
des longueurs égales à sh(a — A) , on aura les limites 
entre lesquelles tombent les sommets des hyperboles, qui 
sont les projections d'un des systèmes de lignes de cour- 
bure. 

L'équation qui représente les projections des lignes de 
l'autre système donne toujours des ellipses réelles, parce 

que l'on a ûS -— i >• o, ou ê > — En eflét , si l'on sub- 
stitue à C dans l'équation qui détermine celte con- 
stante, on trouve un résultat négatif ; et, comme elle n'a 
qu'une seule racine négative , cetle racine est numérique- 
ment plus grande que-; ainsi l'on a ê>-, quels que 

soi^t x', y'i, et l'équation ne donne que des ellipses 
réelles. 
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Le demi- axe des X est ^itl Al/— ^—-T-^, et le demi- 
axe des /ai/ — ^ — % — . La valeur minimum de ce dei- 



uier correspond i 6 ^ot>, et est y'Jfa — ft); elle donne 
les mêmes points àéjk trouves pour la l'imite supérieure 
des axes réels des hyperboles. Dans ce cas, Tellipsc se 
confond avec une partie de l'axe des y. 

Si l'on a j:' = o, une valeur de C est infinie; l'autre 
est positive si l'on a y < i^b(a- — b), et négative dans 
1« cas contraire. Dans le premier cas, les deux lignes 
de courbure sont une hyperbole et l'axe des_^; dans le 
second cas, elles se composent d'une ellipse et de l'axe 
des^. 

Si^' = o, une des valeurs de C est nulle, et.l'auire 
u^ative. Les deux lignes de courbure sont alors une 
ellipse et l'axe des x. 

255. Les équadons qui déterminent les ombilics de- 
viennent, dans le cas que aous examinons, 

XX = o, a(y^-hb*) = b{x^-ha'); 

ce qui dcinne les deux systèmes 

x = o, j = ±^ù[a~b), et y-Q, x = ±.^a{b-u). 

On voit qn'ttu seul donne des coordonnées réelles ; et , 
dans le cas actuel , c'est le premier, puisque nous avons 
supposé Cl >> &. Il y a donc deux ombilics dans le para- 
boloïde elliptique; ils se trouvent sur la parabole prin- 
cipale qui a le plus petit paramètre, et ne sont autre 
chose que les deux points que nous avons déjà reconnus 
comme limite des sommets des lignes de courbure. 

256. Si le paraboloïde est de révolution, les ombilics 
se confondent avec le sommet. Les deux valeurs de C 



jbïGooglc 



SICOHDB PARTIE. 3)5 

deviennent — j-, et — i ; et les équations des lignes de coui^ 
bure sont 

^' = — jj a:', et j-' -t- a:' = o; 

la première représente totis les plans passant par l'axe 
de révolution, et la seconde, des cylindres ayant ponr 
base, sur le plan x/, des cercles de rayon arbitraire, 
ayant leur centre au sommet. Les lignes de courbure sont 
donc les méridiens et les parallèles , comme cela a lieu 
dans toutes les surfaces de révolution. Quant au lieu des 
centres de courbure, il se compose évidemment de l'axe 
de révolution et de la surface engendirée par la révolution 
de la développée de la courbe méridienne autour du même 

NotweUe théorie de ta courbure des surfaces. 

357. Pour avoiruneidée nette de la forme d'une surface, 
dans le voisinage d'un quelconque de ses points , il ne suffit • 
pas de connaître la forme des sections faîtes par des plans 
passant par la normale en ce point, quoique ces courbes 
déterminent tous les points de cette surface. II est encore 
nécessaire de connaître la loi suivant laquelle varie la 
direction de la surface elle-même, ou de son plan tangent 
quand on marche suivant une quelconque de ces courbes, 
ou quand on passe de l'une à l'autre. Ainsi, la courbure 
des sections normales, d'où se déduit d'ailleurs celle des 
sections obliques, ne suffit pas pour donner, dans le voi- 
sinage du point , une connaissance approfondie de la forme 
d'une surface. Elle ne fait connaître que la loi d'inftexîon 
des courbes tracées sur cette surface, et non la 1<H d'in- 
flexion de la surface elle-même. 

L'ingénieuse théorie des tangentes conjuguées ne suffit 
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pas non plus pour remplir cet objet; car, quoique la 
dépendance des directions de ces deux tangentes soit liée 
d'une manière intime à la forme de la surface, elle ne 
saurait en donner une idée nette, parce qu'elle en est tme 
conséquence très-éloïgnée. 

On voit donc ce qui manque encore dans l'étude que 
notis avons faite jusqu'ici de la forme des surfaces. Pi'ous 
la compléterons au moyen d'une considération nouvelle, 
due à M. Bertrand. C'est de son Mémoire que nous avons 
extrait les diverses propositions que nous allous exposer, 
et qui constituent réellement une nouvelle théorie de la 
courbure des surfaces. 

258. Soient A ( fig. g) unpointquelcouque d'une sur- 
face, et AZ la normale. Menons par AZ des plans dans 
toutes les directions , et sur cliaque courbe d'intersection 
de ces plans et de la surface prenons, à partir de A , une 
longueur infiniment petite, AM ^ e \ ciMs longueur, di- 
visée par l'angte des tangentes extrêmes , donnera le ra^on 
de courbure de cette courbe au point A. 

Soit maintenant MN la normale à la surface eu M. Sa 
direction sera déterminée par les angles qu'elle fait avec 
trois axes rectangulaires, par exemple la normale AZ, 
et deux droites AX, AY menées à angle droit dans le plan 
tangent eu A. Pour obtenir des expressions plus simples 
pour les cosinus des angles cberchés, nous choisirons 
pour les axes AX , AY les deux directions pour lesquelles 
on a -T—j- nul à l'origine. Ce système est unique en gé- 
néral ; on l'obtient en faisant disparaître le rectangle xy 
dans le développement de la valeur de z suivant les puis- 
sances croissantes de x et y. La discussion est la même 
que celle que l'on fait dans la théorie des courbes du se- 
cond degré; et si, après la disparition du terme renfer- 
mant un-, les coefficients dex* et j^ étaient ^aux . tout 
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système d'axes rectangulaires jouirait de la propriété de 
faire disparaître ce même terme. Cela posé, faisons, en 
général , 
rfz •"/» dt d't il^i 

^ =/*' ^r= î' dP~ ''' dxdy ~^' dP''~'' 

on aura, à l'origine. 

Si l'on désigne maintenant par X, Y, Z les angles que fait 
avec les axes la normale en un point quelconque de la 
surface, on aura, comme on le sait, 

C0SX = V. <='»Y = ).q, COSZ =: — 1, 

la valeyr de X étant 

i = ± ' 



le double signe correspondant aux deux sens de la nor- 
male. 

Appliquons ces formules au point M , et désignons 
par a l'angle que fait avec ZAX la trace AU du plan de la 
section sur le plan tangent ;les trois coordonnées Jc, j', s du 
point M seront respectivement, en n^ligeantles infini- 
ment petits du second ordre, gcosoe, tsina, o. Pour con- 
naitre tes valeurs de )p, X^, — ^ au point M, il suffit 
d'ajouter à leurs valeurs en A les accroissements qu'elles 
subissent par les cbangements infiniment petits que re- 
çoivent les coordonnées qnand on passe de l'origine A au 
point M. Or, au point A , on a 

, = o, , = „, , = | = | = „, « >=,, 

en choisissant le signe supérieur du radical. On aura donc, 

au point M , 

(i) cosX ^ «rcoïa, cosT = tfsina, (:osZ= — i, 
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les valeurs derett se rapporunt à l'origine. Telles sont 
les formules très-simples qui déterminent la direction 
d'une normale quelconque infiniment voisine de la pre- 
mière. Elles forment la base de la théorie que nous allons 
exposer. 

259. Nous avons dit que ce qu'il fallait counaitre, 
c'éuit la loi suivant laquelle varie la direction de la nor- 
male à la surface dans le voisinage du point A. Or, c'est à 
quoi l'on parviendra en exprimant, au moyen de « et e ; 
1° l'angle que fait avec AZ la projection de la normale 
MN sur le plan de la section; n" l'angle de MN avec sa 
projection, c'est-à-dire avec le plan AZM. On peut re- 
marquer que la première de ces deux coordonnées angu- 
laires détermine la courbure de la section normale AZM. 
Considérons d'abord le premier de ces deux angles : il 
est complément de celui que MP forme avec AU ; et , en 
négligeant toujours les infiniment petits de second ordre , 
ce dernier est le même que celui de IVLV avec AU, parce 
que le plan de l'angle infiniment petit NMP est perpen- 
diculaire au plan ZAU, et ses côtés font des angles finis 
avec AU. Mais, d'après les formules (i), le cosinus de 
l'angle de MN avec AU, qui est égal à 

GosXcosa -t-cosYdna, 

aura pour valeur 

3(/-C0S'« + (SÏD'a). 

C^est le sinus de l'angle de contîngenOe de la section, ou cet 

angle lui-même. En le divisant par l'arc i^, on aura la 

courbure que nous désignerons par v ; ce qui donnera la 

formule 

(2) w= 7-cos'a + /sin'B. 

260. Passons maintenant au second angle WMP. Il est 
évidemment le comj^ément de celui que MN fait avec la 
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perpendiculaire âu plan ZÂU. Prem>ns la direction de 
celte dernière dans le sens où tJIe fait avec AX l'angle 

« + -jet chercliomle cosinus positif ou négatif de l'angle 
qu'elle fait avec MN : ce sera le sinus de HMP, ou cei 
angle lui-même, considéré comme positif quand la nor- 
male MN sera du même côté de ZAU que la droite menée 
sons l'angle « -( — , et négatif quand il sera du côté op- 
posé. 

L'expression de ce cosinus est 

COSX COSlaH )-t-C0sTc(1Sa, 



-^ ('->■)■ 

Si donc nous désignons par u l'angle positif ou négatif 
NMP, nous aurons 

(3) « = i,it-r),in2a. 

Les formules (2) et (3) donnent l'expression des deux 
quantités que nous nous proposions de déterminer; noUS 
allons en âévelo|^er (es principales conséquences. 

261 . Conséquences de la formule (3). — Si nous sup- 
posons e constant, l'angle u variera proportionnellement 
au sinus du double de l'angle a ; d'où il résulte immé- 
diatement qu'il est nul pour les quatre valeurs particu- 
lières 

_ _« _ _ 3k 

' 2 ' 3 

c'est-i-dire quand le prant M se déplace suivant l'une 
quelconque des deux directions AX , AY. 

On voit de plus que l'angle w ne peut devenir nul pour 
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aucune autre direction, k moins que l'on n'ait t = r- 
auquel cas il est nul pour tonte direcUon. 

Nous obtenons ainsi cette propriété remarquable : 

En tout point d'une sw^ace quelconque, il existe 
deux directions rectangulaires, telles que les normales 
à la surface menées par les points infiniment voisins 
du premier dans Vune quelconque de ces deux direc- 
tions, sont sàuées dans le plan normal conduit suivant 
cette direction ,■ elles sont donc dans un plan contenant 
la première normale, et, par conséquent, la rencon- 
trent. Lorsquily a plus de deux diiections jouissant de 
cette propriété, toutes les autres en jouissent. 

Nous donnerons à ces deux directions remarquables la 
dénomination de dii-ections principales. Il ne faut pas 
oublier que nous avons négligé les inftniment petits du 
second ordre. Ainsi l'on doit entendre que les normales , 
menées par les points situés à une distance infiniment 
petites les unes des antres daiis ces directions, peuvent 
bien ne pas réellement se rencontrer, mais que leur plus 
courte distance, si elle n'est pas nulle, ne peut être qu'on 
inûnîment petit d'un ordre supérieur au premier. 

On a donné un nom partictilicr aux courbes tracées sur 
une surface, et qui, en chacun de leurs points, ont une 
direction qui jouisse de la propriété que nous venons de 
reconnaître; on les nomme des lignes de courbure. On 
peut évidemment en faire passer deux par un point quel- 
conque de la surface. 

S6S. La formule (3) conduit à une proposition géné- 
rale, que nous allons faire connaître, et d'où nous aurions 
pu déduire la précédente; mais celle-ci se présentait sî 
naturellement , que nous avons cru devoir la faire remar- 
quer immédiatement. Si nous considérons les deux direc- 
tions déterminées par les angles « et « H — ■ a ayant une 
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valeur quelconque , les deux valeurs de u seront égales et 
de signes contraires^ donc, en ayant ^ard au sens dans 
lequel nous avons fait voir qu'il fallait porter l'angle w, 
suivant qu'il était positif ou négatif, nous pouvons établir 
la proposition suivante : 

Sî, en un point quelconque d'une surface, nous con- 
sidérons deux directions rectangulaires sur lesquelles 
nous prenions des longueurs infiniment petites égales , 
et que, parleurs extrémités , nous menionsdes normales 
à la surface, ces normales Jeront respectivement des 
angles égaux avec les plans menés par la normale au 
premier point et chacune des deux directions; et, de 
plus, elles seront toutes les deux comprises dans l'angle 
dièdre droit que forment les deux plans, ou toutes les 
deux en dehors. 

Cette propriété, découverte par M. Bertrand, renferme 
évidemment la précédente, comme il l'a fait voir. En effet, 
puisque le sens dans lequel il faut porter l'angle a change 
en passant d'tme direction à celle qui lui est perpendicu- 
laire, il y a nécessairement une direction intermédiaire 
pour laquelle l'angle u est zéro. Il est donc nul aussi pour 
la direction perpendiculaire à celle-ci , et l'on retombe 
ainsi sur la proposition précédente. 

263. Conséquences de lafoi7nule{-i). — Considérons 
deux directions rectangulaires quelconques correspon- 
dantes aux angles a et « H — • Désignant par i>, v' les cour- 
hures de ces deux secUons normales , nous aurons 

V = rcoï'a ■+- tsin'a, 
w' = rsin'a + ( cos'a; 

d'où 

V + v' = r + c. 

On arrive donc à ce théorème remarquable : 
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Dans loute surface, la somme des courbures de deux 
sections normales Jattes en un même point par deux 
plans rectangulaires quelconques est constante. 

Cette somme est doue celle qui se rapporte aux deux 
sections qui passent les directions principales en ce point, 
puisque ces directions sont rectangulaires. Les valeurs 
de V qui s'y rapportent s'obtiennent en donnant succes- 
sivement à a les valeurs o et - ; elles sont donc r et t. 

On peut remarquer que l'expression de v, donnée par 
la formule (a), reste la même quand on change et en 
27t — a. D'où l'on conclut que, pour deux plans normaux 
symétriques par rapport à l'un quelconque de ceux qui 
passent par les directions principales, la courbure des 
sections est la même. 

On peut encore faire une autre observation , qui n'est 
pas sans intérêt : si l'on partage en parties égales infini- 
ment petites l'espace angulaire autour d'un point quel- 
conque d'une surface, et qu'on fasse passer des plans par 
ces lignes de division et la normale , la moyenne des 
courbures de toutes ces sections sera la demi-somme des 
courbures principales, c'est-à-dire des courbures des sec- 
tions principales. Car on peut partager toutes ces sec- 
tions en groupes de deux sections ayant leurs plans per- 
pendiculaires; et comme dans chaque groupe la somme 
des courbures est la demi-somme des courbures princi- 
pales , la moyenne générale sera aussi cette demi-somme. 
Eoûn cette courbure moyenne n'est autre chose que celle 
de la section équidistante des deux sections principales. 

Car, en faisant a = 7, on trouve 



264. Lorsque les coefficienU; /■ et t sont de même signe, 
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auquel cas on peut les supposer positifs, puisque cela 
ne dépend que du sens dans lequel on prend z positif, il 
est facile de voir qu'il existe un maximum et un mini- 
mum pour ta courbure des sections normales. En effet, 
la valeur de v peut se mettre sous la forme 

V ^ r-^{t — r)sin'a, 

et l'on reconnaît immédiatement que, si l'on a t — r|>o, 
la pliu petite valeur de v correspond à a =: o, et sa plus 

grande à dc =: -; ces valeurs sont ret t. L'inverse a lieu 

si l'on a t-— /■ < o ; d'où l'on conclut ce théorème : 

De toutes les sections normales faites en un même 
p oint d'une surface , celles çui passen t par les directions 
principales en ce point , présentent le maximum et le 
minimum de courbure. 

Nous donnerons à ces deux sections particulières le 
nom de sections principales. 

265, Supposons maintenant que rctt soient de signes 
contraires, et que r, par exemple, soit positif. A partir 
de «^ o, qui donne ir = r, 'V va en diminuant jusqu'à o, 

qui correspond k tanga = — 11 devient ensuite négatif, 

ce qui apprend, comme nous l'avons fait remarquer, que 
lecentre de courbure passede l'autre côté du plan tangent. 

Pour a ^ -, V prend sa valeur maximum , qui serait un 

minimum si l'on faisait abstraction du signe. Il passera 
ensuite aymélriquement par les mêmes valeurs dans 
les trois autres angles droits. On retrouve ainsi les ré- 
sultats déjà obtenus par d'autres considérations. Il en 
serait de même pour le cas où l'un des coefficients r, t 
serait nul. 
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Théorème de M. Dupin sur les surfaces orthogonales. 

Ce théorème consiste en ce que : Si trois séries con- 
tinues de surfaces se coupent mutuellement, et de telle 
manière qu'elles soient à angle droit en chaque point 
de leur rencontre , ces lignes d'intersection seront pour 
chaque surface ses lignes de courbure. 

M. Bertrand a déduit de son théorème fondamental 
une démonstration très-simple de cette proposition. Con- 
sidérons, en eOet, trois séries de surfaces orthogonales, 
et soient en un point A. (Jîg. lo) AX, A Y, AZ les tan- 
gentes aux courbes d'intersection des surfaces que don- 
nent respectivement en ce point les trois séries que l'on 
considère. Prenons sur ces courbes les points M , N , P à 
des dislances infiniment petites égales du point A. En 
chacun de ces points les normales aux deux surfaces qui 
y passent sont perpendiculaires. Soient a , € , y et a', ë*, y' 
les angles que font respectivement avec les axes AX , AY, 
AZ les deux normales Mm , Mm', on aura alors 

coSBCoaa' + cosÊcos6' + cosycosy' ^ o. 

Or a et a 'diffèrent infiniment peu d'un angle droit, et S, 
y' sont iufiniment petits : cette équation deviendra donc, 
en négligeant les infiniment petits du second ordre, 

(n) cosfi' + COS7 =: o. 

Soient de même «i, Si, y, et «', , ë\, y\ les angles corres- 
pondants respectivement aux normales Nn , JVn', et enfin 
"n Ê,, yt, a'j, 6j, y\ ceux qui correspondent aux nor- 
males Pr, Pr' : on aura semblabtement 

(A) C08ï',-)-C0S«,= 0, 

(e) cosa', 4- cos6, ^o. 
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Ces trois équations a, b, c résultent de ce que les trois 
surfaces sont rectangulaires en tous les points de leurs 
intersections respectives. Maintenant, d'après le théo- 
rème de M. Bertrand sur les normales à une même sur- 
face, on aura les trois suivantes, dont la première se 
rapporte à la surface qui a pour normale AX , la seconde 
à celle qui a pour normale AY, et enfin la troisième à 
celle dont la normale est AZ : 



m 


œse, = coS7',, 


w 


cosy =cosa',, 


(/) 


coj., = co.6'. 



La combinaison de ces équations avec les trois premières 
conduit facilement k la démonstration de la proposition 
que nous avons en vue. En effet, si nous reportons dans 
les premières les valeurs de trois des cosinns qui entrent 
dans les dernières, par exeniple ceux qui forment les 
premiers membres , il vient 

C0s6'-|-COSa'j^O, COSy'i -+-C0Se'^O, C0Sl',+ COS7',=:O. 

Ajoutant les deux premières et retranchant la troisième, 
on obtient 

2Cos6'=:o, ou cos6' = o, 

équation qui en entraîne immédiatement cinq autres; de 

sorte que l'on a 

COSS' ^ O, COS7 ^ o', cosa', = o, 
COSëi ^ o, COS7', = o, COSKi = o. 

La première exprime que la normale Mm' est dans le 
planZX, et par conséquent rencontre la normale AZ; 
d'où il suit que AM est dans la direction d'une ligne de 
courbure de !a surface à laquelle AZ est normale. Il en 
serait de môme des autres ; de sorte que ces six équations 
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démontrent que les trois iniersections des surfaces pro' 
posées sont sur chacune d'elles dam les directions de ses 
lignes de courbure. 

Cette propriété ayant lieu en tous les points d'une 
quelconque de ces courbes , elle ne sera donc antre cboae 
qu'une ligne de courbure de chacune des surfaces dont 
elle est l'intersection. On peut donc énoncer le théorème 
suivant, qui est celui de M. Dupîn : 

Lorsque trois séries de surfaces se coupent ortHogo- 
nalement, leurs intersections ne sont autre chose que 
leurs lignes de courbure respectives. 

Et comme dans les calculs précédents on nV fait entrer 
que la considération des trois surfaces quî passent au 
point Â, on peut énoncer le théorème suivant, qui en- 
traîne celui de M. Dupin : 

Si trois surfaces se coupent de manière à être nor- 
males en tous les points où elles se rencontrent, les 
courbes d'intersection seront, sur chacune des trois sur- 
faces, tangentes aux lignes de courbure menées par le 
point commun aux trois surfaces. 

Remarques générales sur les systèmes de droites menées 
par tous les points de l'espace. 

266. Les propriétés que nous avons déduites de la for- 
mule (3), relativement aux normales à une même surface, 
sont caractéristiques ; c'est-à-dire qu'elles n'auraient pas 
lieu relativement à un système de droites dont la posi- 
tion serait déterminée pour chaque point de l'espace par 
des fonctions continues de ces coordonnées, mais qui ne 
seraient pas normales à une série de surfaces. Il n'»i est 
pas de même des propriétés déduites de la formule (3) ; 
elles ne caractérisent pas spécialement les normales à une 
même surface. Nous allons démontrer ces propositions 
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remarquables, qui se trouvent encore dans le Mémoire de 
M. Bertrand. 

Soient X, Y, Z des fonctions continua des com-- 
données rectangulaires x,y^ z d'un point quelconque : 
elles déterminent pour ce point une droite unique qui 
fait avec les axes des angles dont les cosinus c, c', c" sont 
proportionnels à ces fonctions. Si l'on pose 

v/X' + Y' -f- Z' = D , 

et que l'on considère toujours le sens correspondant au 
signe +de ce radical, ces cosinus auront pour valeurs 

^ ' D D D 

SoicntmaîntcnantM un point quelconque de l'eGpaceayant 
pour coordonnées X, y, z; MN la direction déterminée 
par les équations (i); MU, MV deux directions faisant 
des angles droits l'une avec l'autre, et avec MN; a, a', a 
et h, h' , h" les cosinus des angles qu'elles font respective- 
ment avec les axes. Prenons, sur ces directions, deux 
longueurs infiniment petites, MD^MD^e, et aux 
points D, D' menons les droites DP, VfV, déterminées 
encore par les équations (i) au moyen des coordonnées de 
ces poinu respectifs. 

Cela posé, nous allons démontrer d'abord la première 
proposition que nous avons énoncée, et qui consiste en ce 
que les lignes DP, DP' ne feront des angles, égaux avec 
les plans NMD, NMD',.et dans le sens indiqué, que lors- 
qu'il sera possible de faire passer par un point arbitraire 
de l'espace une surface qui , en chacun de ses points , soit 
normale à la droite déterminée par les formules (i). Dé- 
terminons d'aboi'd l'angle m de DP avec le plan JVMU, 
ou son complément , qui est l'angle de DP avec MV. 
Remarquons , pour cela , que les coordonnées du point D 
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seront 



et que les fonctions c, c', c' de x,y., z deviendront res- 
pectivement , pour ce point , 



(a) 



, de „ de\ 

, d</ „ dd\ 



dx df 



, <*7"\ 



D'après ces râleurs des cosinus des aogles de DP avec les 
axes , le cosinus de l'angle de DP avec MV, ou le sinus de 
l'angle (>>, ou enfin cet angle lui-même, puisqu'il est infi- 
niment petit, aura pour expression, en observant que 
l'on a ic -I- b'd -\- b"c' = o, 

, { de ,dc „dc\ ., I dd ,dc' „di/\ 

' = 'H-E ■+-''*: ■^'" s) +•' l°s+''>+° a-) 

Il est presque inutile de remarquer que, si l'on prenait le 
point D sur une courbe quelconque tangente à MD, la 
valeur de u ne subirait aucun changement, puisque nous 
négligeons les infiniment petits du second ordre. 

Si maintenant on veut calculer l'angle de D'P' avec le 
plan NMV, et dans le même sens par rapport à ce plan, 
il faudra, dans l'expression précédente, changer a, a', a" 
en A, h', b'\ et b, b', b" en — a, — a', — a". Si donc on 
prend cet angle en sens contraire, ce qui se fera en 
changeant les signes , on aura , en le désignant par (o', 

(,dc ,,dc ,„dc\ ,l,de ,,de' ,,dc'\ 

„/,ifc" ^.dc" ,,dc''\ 
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Ce que nous cherchons, c'est la coQ^tion pour que u^oi', 
quelle que soit la direction MU. Or, en formant la diffé- 
rence &)' — o), et se rappelant les formules connues 

ab- — ba' = e', a"b~b''a = </, a'b" — b'a" ==c, 

qui résultent de ce que les trois directions en M sont rec- 
tangulaires comme les axes, on trouvera immédiatement 

(3)-'-.=-t"(|-Ê)+K2T-S)-(^-f')]- 

La condition nécessaire et suffisante pour que les angles 
0), o>' soient égaux est donc que le second membre de cette 
équation soit nul j et l'on remarquera que , comme il ne 
dépend que de quantités constantes pour le même point 
M, s'il est nul pour une certaine direction choisie pourMXJ, 
il le sera pour toute autre. Mais on peut , dans cette équa- 
tion de condition, substituer aux quantités c, c\ c" les 
quantités respectives X , Y, Z qui leur sont proportion- 
nelles. Car la forme de cette équation fait reconnaître 
immédiatement que l'introduction d'un facteur commun , 
fonction de x,yf z, dans les quantités c, c , c", ne produi- 
rait que des termes qui se détruiraient, et un facteur 
commoji que l'on pourrait supprimer. 

Ainsi la condition analytique nécessaire et suffisante 
pour l'égalité des angles w, a' est 



x(f- 



wl+''[^-is)*''[-sp-i 



Or cette condition est précisément celle del'intégrabilité 
de l'expression 

et, quand elle sera remplie, cette dernière équation ve- 
présentera une série de surfaces, en chaque point des- 
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quelles la normale fera, avec les axes, des angles dont les 

cosinus seront proportionnels à Y, Z. X, 

Ainsi , l'égalité des angles w, m' en un point <fuel- 
conaue M de l'espace entraine cette conséquence, Çue, 
par un point arbitraire, on peut faire passer une sur- 
face telle, que ses normales se confondront avec les 
droites du système en question. 

Cette propriété, que nous avions reconnue pour une 
surface quelconque , est donc caractéristique ,■ elle n'ap- 
partient qu'aux normales à une surface : elle ne subsiste 
pln£ pour tout autre système de droites. 

267. Le second membre de l'équation (3) ne dépen- 
dant nullement de la direction particulière de MU, il 
s'ensuit que la différence des angles w, w', qui est nulle 
dans te cas des normales à une même sni'face , est con~ 
stante pour un même point, lorsque l'on considère un 
système quelconque de droites, déterminées en chaque 
point par des fonctions continues de x, y, z. Cette re- 
marque est due à M, Sturm. 

268. Passons maintenant aux propriétés résultantes de 
la comparaison des courbures des sections nonoales faites 
dans une surface par des plans formant entre eux un angle 
droit ; et voyons si elles sont caractéristiques comme les 
précédentes, ou si elles subsistent lorsqu'au lieu des nor- 
males à une même surface, on considère un système con- 
tinu quelconque de lignes droites. Dans nue surface, les 
normales à la section ne sont autre cbose que les projec- 
tions des normales à la surface sur le plan de cette sec- 
tÎOT» , et la courbure de la section est le rapport de l'ange 
de dc^ux normales inâniment voisines à l'arc cranpris. 
Nous allons généraliser cette considération pour le sys- 
tème de droites déterminées en cbaquo point de l'espace 
parles fonctions X, Y, Z. Pour cela, nouf ferons passer 
par une quelconque MN de ces droites un plan quelconque 
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iNMU, et nous projetterons sur ce plan toutes les droiles^u 
système qui se rapportent à ses différents points. Leurs 
directions étant déterminées en fonction des coordonnées 
de chaque point rapportées , par exemple , à des axes pris 
dans ce plan , on sait qu'il existe une série de courbes nor- 
males à ces droites , parce qu'une équation dîâérentîelle 
entre deux variables a toujours une intégrale; et nous 
considérerons celte de ces courbes qui passe par le point M. 
Lorsque le système général des droites deviendra celui des 
normales à une série de surfaces', cette courbe ne sera . 
autre chose que la section de la surface passant en M par 
le plan IVMU. Cela posé , la courbure u de ta courbe que 
nous venons de déterminer s'obtiendra comme dans le cas 
où les droites sont normales à une même surface. On 
prendra sur MU une longueur infiniment petite MD=e, 
onmènerapar le point D la droite NP du système en ques- 
tion, et l'on cherchera le cosinus de l'angle qu'elle fait 
avec MU-, it sera le même que celui que la projection de DP 
sur NMU fait avec MU, et, par conséquent, sera te sinus 
de l'angle de cette projection avecNM, ou cet angle mente. 
En faisant usage des formules déjà calculées pour ta direc- 
tion DP, et observant d'ailleurs que 



on a pour le cosinus de l'angle des deux directions MIV , 
DP, ou pour t'angle de contingence de ta courbe dont il 
s'agit : 



.de „dc\ ,( 



dy dz } 

„ I de" .de" ,,dc"\ 

En divisant cette expression par s, on aurait la courbure 
cherchée u Mais si , pour sîmpliiier les calculs, ou prend 
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la direction MN pour axe dea z, on aura a" = o, et Fex- 
pression de v sera, en désignant par ce' l'angle que fera MU 
avec le nouvel axe des x, 



,,, de . /de dc'\ . 

(4) . = _cos.x+^^ + -j« 



Or cette formule va nous démontrer les mêmes pro- 
priétés que nous ont offertes les sections normales d'une 

surface. En eJTet, si nous cliangeous a en a H — i nous 

trouverons, potir la courbure v' relative au plan perpendi- 
culaire à MMU, 



/de 



d'où 

""*■" ~ di~^^' 

La somme des courbures relatives à deux plans perpendi- 
culaires entre eux, passant par MN, est donc constante; 
d'où il suit déjà que , si l'une est maximum , l'autre sera 
minimum, et réciproquement. Mais, comme cela n'in- 
dique ni le nombre , ni la position des plans qui se rap- 
portent à ces maxima ou minîma , cbercbons , en général , 
les valeurs de a qui peuvent donner de pareilles valeurs 
à V. La règle ordinaire conduit à l'équation 

/de dc'\ /de de'\ 

d'oà il résulte que les valeurs de ix ne construiront que 
deux directions, à angle droit l'une sur l'autre, et corres- 
pondant, par conséquent, lime à un maximum et l'autre 
à un minimum de courbure. 

On voit donc que les propriétés relatives à la courbure 
des sections normales ne sont pas caractéristiques pour les 
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surfaces ; car elles se retrouvent pour tout système de 
directioas déterminées en chaque point par des fonctions 
continues quelconques des coordonnées de ce point. Cette 
distinction, faite par M, Bertrand, entre les propriétés 
qui conviennent à tous les systèmes et celles qui ne con- 
viennent qu'aux normales à une série de surfaces , mérite 
une attention particulière. 

269. Nous terminerons cette discussion par la re- 
cherche des directions perpendiculaires à MN (Jîg. 1 1), 
suivant lesquelles il faudrait marcher pour que les droites 
infiniment voisines se rencontrassent. Ou sait , par ce qui 
précède, qu'il ne peut y en avoir deux rectangulaires en 
chaque point ; car alot^ les droites proposées seraient 
normales à une même surface ^ mais on ignore s'il en 
existe, et comment elles se trouveix>nt situées. 

Soit MU une direction telle, que la droite NP du sys- 
tème , menée par le point D situé à une distance infini- 
ment petite E de M, rencontre MN, en négligeant tou- 
jours les infiniment petits du second ordre. 

11 est nécessaire et sufiîsant , pour cela , que l'angle u , 
exprimé par la formule (3), soit qui. Cette condition 
sera plus facile à interpréter si l'on prend la droite MN 
pour axe des a; on aura alors 



et si l'on désigne par a l'angle de MU avec l'axe des x, 
d'où résultera 



l'équation qui exprime la rencontre de MN avec tes droites 
infiniment voisines devient 
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ou, en divisant par cos*< 



(f) 






Cette équation étant du second degré, prouTe qu'en cha- 
que point il y a deux directioni , au plus, jouissant de Ii 
propriété en question , si l'on excepte les points siagutterg 
pour lesquels les trois coefficients seraient nuls, auquel 
cas toute valeur conviendrait pqur a. On peut d'ailleurs 
faciletnent vérifier que ces deux directions,- lorsqu'elles 
existent, ne peuvent être à angle droit en chaque point, si 
les droites du système ne sont pas normales à une même 
•nrface. En effet, la condition d'intégrabilité de l'équation 

n'ayant pas lieu , ou n'a pas, à l'origine des coordonnées, 



donc le produit des racines de l'équation {g) , qui est 

^~ ^, n'est pas égalà-~i, et, par conséquent, les direo- 

tions données par les deux racines de cette équation ne 
sont pas rectangulaires. 
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ERRATA. - Deuxième Pabtie. 



fiaga 4, liene 3o;aii lieu de x,tiietx ^ x^ 

Pago 111, ligDe 9 an remoDlaDi; an litu de y, tite 

Page i^, ligne 10} au fin (fc impair, ii>( pair 

Page 171, UgDS Gi au(i«iifeS,;ùM-£ 

Paga 176, W^TiB \5; an lieu dt XjUiet tin X 

1*8^6 304, ligne! 6 et i3i ou /ûa ^O. l'Kf c 

Page 34") "E^b 7i au lim de (-\y liitt (-\ 

Pagij i'fl, ligne 1 1 ; au lieu de 2,, lim x 

Page 34' T l'EiB >3 ; '" ''"' ^' ff ^' I 

Page 34 <• ligne i5; au Ii>u(fe4> l'Mi J 

Page 349, ligne i\ au lieu de 4, "m> t 

Page 371, ligua; un liea de A", /lie» i" 

Page aSo, ligne 13; au lieu de 4j, Iùm t^i 

Page 3S6, ligne iS; au l'Ai lien), Ukhi 

Page 3ii, ligne 3; «uifeuiie = 1. j-, Iùm + 1, j 



mItic (deiixiéiiic ijarlie), a* Mit., 1S47. 



Doizscii/Googlc 



jbïGoogIc 





jbïGoogIc 



jbïGoogIc 



jbïGoogIc 



jbïGoogIc 



jbïGoogIc 



jbïGoogIc 



jbïGoogIc 



jbïGoogIc 



